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Capítulo 1. Conjuntos 
—————————— "——""—— QS 

1, СОИ МТО 

1,1, INTRODUCAO = NOÇÕES PRIMITIVAS 


São aquelas aceitas sem definição matemática formal, de modo que a experiência cotidiana e 
tos ilustrativos sejam suficientes para repassar suas principais caracteristicas. А rigor, utilizam-se 
т especies de barreiras ou limitações lógicas das propriedades relativas a tais noções, papel 
realizado pelos postulados ou axiomas, o que, no entanto, não cabe num curso deste nível. 

Neste estudo da Imguagem de соптоох, aceiar-se-ào trés nocóes primitivas: 

а) A propria ideia de CONJUNTO. Intuitivamente, consiste nas idéias usuais de colecdo ou 
agrupamento de objetos quaisquer bem definidos, que, entretanto, nào convém como definições. uma 
Vez que fogem ao senso comum as noções de coleção de apenas uma coisa (conjunto unitário) ou, mais 
acentuadamente, agrupamento de nada (conjunto vazio). Qual seria, por exemplo, a colegáo de Ferraris 
do professor Marcio (formada, pelo menos por enquanto, por zero elementos)? 

Usualmente, representa-se um conjunto por uma letra maiúscula do nosso alfabeto. Assim, fala- 
Se usualmente nos conjuntos A, B, M, X, Yi. Ys. etc. 

br ELEMENTO, Quando alguém deseja iniciar uma coleção, de um modo geral não lhe é 
limitado o género (upo) de coisas que pode colecionar, Pode-se, teoricamente, colecionar qualquer 
Г Analogamente, a natureza dos membros (entes) formadores de um conjunto é “totalmente” 


traria. Tais coisas ("objetos") que consutuem um conjunto (nào vazio) é que sào denominadas 
lentos do conjunto. 


ёле 


tambe 


É imprescindivel notar que até mesmo um conjunto pode ser (funcionar como) membro de outro 
conjunto. Assim, por exemplo, o conjunto das seleções de uma copa do mundo de futebol é formado por 
yanas equipes, as quais, por sua vez, podem ser consideradas como conjuntos de vários jogadores, que 
podem ser encarados como conjuntos de células. e assim por diante. Pode-se pensar no conjunto O dos 
órgãos de um determinado ser humano. O coração pertence a O. Por sua vez. o coração pode ser visto 
tambem como um conjunto, С, formado por celulas especificas. Daí, tem-se С funcionando como 
elemento de O. Com igual propriedade, note-se que cada um dos alunos do 3° Militar pode ser encarado 
como elemento do conjunto M. que representa tal turma, a qual, por sua vez, pode também ser vista 
como elemento do conjunto I das turmas do Ideal Militar, o qual, a seu tempo, também pode ser visto 
como elemento do conjunto E das escolas de Belém. e assim por diante. 

Comumente, representa-se um membro genérico de um conjunto por uma letra minúscula. 

€) A noção de PERTINÊNCIA DE UM ELEMENTO A UM CONJUNTO. Corresponde á 
resposta a perguntas do tipo: tal ente (coisa) é ou não elemento daquele conjunto? Admitir-se-á 
intrinseca a capacidade de responder, de forma única. positiva ou negativamente a esta questão. 
Igualmente, todo conjunto deve possuir tacitamente a “capacidade” de ter seus elementos bem 
determinados (caracterizados). Assim. a gula, por exemplo, pertence ao conjunto dos pecados capitais, 
ао passo que o professor Márcio não pertence nem ao conjunto dos alunos do Ideal Militar, nem 
homens que já pisaram em Marte (pelo menos de acordo como o que se sabe, atualmente). 

A pertinencia ou não de um elemento a um determinado conjunto é indicada pelos simbolos e 
(pertence) ou € (não pertence). respectivamente, 

Obs.: Como regra fundamental, a ser aceita sem demonstração (uxioma) tem 
(ou qualquer objeto, de um modo mais geral) nào pode ser elemento dele mesmo, o 
seja O conjunto A, impõe-se A є A. Entretanto, há outros axiomas (que não serão trabalhados aqui), cujo 
principal objetivo consiste em evitar os denominados paradoxos: idéias aparentemente perfeitas, mas 
que levam a conclusóes contraditórias, Por exemplo, o mais famoso deles “bri 
o paradoxo de Russel. quc considera o conjunto X formado pelos conjuntos que nào sáo elementos deles 
mesmos (X = tAlA e Aj. conforme notação a ser vista em seguida). A pergunta é: Хе X? Em caso 
atirmativo, X, por pertencer a X, não pode pertencer a X, o que 
pertencer а X. Mas, por definição X pertenceria а X (1?) Um 
paradoxo é a seguinte: numa certa cidadezinha. existe um b 
nào barbeiam a si próprios (e de todos cles). Tente ri 
Tais paradoxos, entretanto. be 


ao dos 


-Se que um conjunto 
u seja, qualquer que 


inca” com o axioma acima: 


é uma contradição Então X não pode 
a forma bem popular de apresentar este 
arbeiro que só faz a barba dos homens que 
"sponder à pergunta: quem faz a barba do barbeiro? 
m como uma apresentação mais rigorosa da Teoria dos Conjuntos 


| Capítulo 1. Conjuntos 
(desenvolvida formalmente a partir do final do século XIX, notadamente pelo matemático “FUsso. 


germânico” Georg Cantor), não cabem num curso deste nível, muito embora as noções elementares aqui 
desenvolvidas serem de grande utilidade para uma linguagem matemática mais padronizada, Utilizada 
em praticamente todos os ramos da Matemática (e, consegientemente, em muitas áreas do 
conhecimento). 


1.2. REPRESENTACÕES DE CONJUNTOS 


De um modo geral. representa-se um conjunto por meio de chaves ou de uma linha fechada 
qualquer um dos quais deixando os elementos do conjunto, e somente cles, em seu interior, de maneira 
explicita ou não. 


a) Utilizando chaves: 


a.1) Forma analítica ou tabular ou por enumeração: explicita clementos do conjunto, podendo 
ser todos ou alguns. nesse último caso sendo possível notar diretamente quais são os elementos 
subentendidos, Exemplos: 

А = (а.е, іо. ш: В = (1,2,3, ..):С= (2.2, 5.7}. 

a.2) Forma sintética (caracterização por meio de propriedade): expressa uma propriedade comum 

a todos os elementos do conjunto e somente à cles. Exemplos.: 


A=ta laé vogal): В = fbi b é um número natural positivo); C = fe | c é primo menor que 10). 
b) Utilizando diagramas: 


Consiste no uso de uma linha simples e fechada qualquer (em geral, uma circunferência) 
contornando os elementos do conjunto. Comumente, os elementos são indicados por pontos do interior 
da linha. Tais diagramas são frequentemente chamados de diagramas de (Euler —) Venn. Exemplos: 


B G 
A 
em 


1.3. CONJUNTOS NOTÁVEIS 


a) Conjunto unitário: possui um ünico elemento. Exemplos: 
Р={хє zix é primo e par} = {2}. 
L={x | x é atual presidente eleito do Brasil) = (Lula). 
S=1(xeZlx+1=0)= (1). 
D= (ae Rla=e"+1)=(0). 


b) Conjunto Vazio: nào possui elemento algum. Como é possível? De um modo geral, o conjunto 
vazio é definido por meio de uma propriedade contraditória, isto é, uma afirmação que é sempre falsa, 
nào podendo ser satisfeita por objeto algum. Exemplos: 

Х-кхек | х2< 0} = { } (não existe número real cujo quadrado scja negativo). 
Y-iy | y yl 7 4 (tudo é igual a si próprio). 


Capítulo À. Conjuntos 
SIN. RÍ x +уз 150176. 


O interesse em adotar esses dois casos especiais de conjuntos (vazio e unitário) é a 
generalização. Assim. por exemplo. quando se fala no conjunto das rai s de uma equação polinomial 
do Y grau, não é necessário afirmar que equações como x^ + x + 1 = 0 não possui tal conjunto em R. 

© Diz-se, simplesmente, que tal conjunto existe e é vazio. 

Obs.: o conjunto 16! é unitário. 


€) Conjunto Solução (8): também denominado conjunto verdade (de uma sentença aberta), со 
comunto das respostas a uma pergunta. Mais rigorosamente (como será visto em Lógica Matemática), é 
9 conjunto dos valores que podem ser atribuidos a variáveis. de modo a transformar uma sentenga aberta 
em uma proposição verdadeira. Também é chamado conjunto verdade. Exemplos: : 
O conjunto solução da equação x! — 5x + 6 = 06 S = (2,3), uma vez que os elementos desse conjunto (e 
somente eles) tornam a igualdade verdadeira. 

i exéV=fxeRlx<x)=(xeRÍO<x<1) 

O conjunto verdade da inequagdo х2 «x é V = {хє К Ix! < хр= {хє ) f 


d) Conjunto 


o (U): é o “maior” conjunto do qual podem ser retiradas as respostas a um 
certo problema. Noutras palavras. é um conjunto fundamental a partir do qual saem as solugóes de uma 
certa classe de questionamentos (mais precisamente, é o conjunto do qual todos os conjuntos em estudo 
são subconjuntos). Note-se que não é permitido aqui que U e U. ou seja. não existe um conjunto 
formado por todos os conjuntos. O que o universo faz é. apenas. limitar uma discussão. Exemplo: 

Suponha-se que é dado um certo ponto O. Qual a resposta à pergunta: quais são os pontos que estão a 
lem de О? A resposta é depende! Se os pontos tiverem que estar sobre uma determinada reta que passe 
por O, então há exatamente dois pontos convenientes. que deixam O como ponto médio do segmento de 
ar-se sobre um plano que contém O, entáo a solugáo é a 


raio lem. Se o ponto puder estar em qualquer lugar (espago), entáo a 
resposta € a superficie de uma esfera de centro em O e raio lem. 


n 


extremidade neles, Se os pontos puderem situ 
circunferência de centro em O e 


9) 
А 


OBSERVACAO IMPORTANTE: Quando náo se ex 
considerar o “maior” possivel. Assim, a resposta 
superficie esférica descrita. 


plicita o conjunto universo de uma questáo, deve-se 
á pergunta acima deveria ser, como é de praxe, a 


€) Conjunt Intuitivamente, 
contagem (enumer eus elementos chega a um fim, e é infinito em caso contrário. Apesar de ser 
suficiente para certas situações, tal concepção não pode ser tomada como uma definição matemática, 
uma vez que se utilizou a idéia de finitude para definir fim (trechos em itálico). ou seja, em verdade não 
se definiu nada. Foi exatamente esse tipo de impasse que fez com que o Cantor embasasse um estudo 
revolucionário de alto nível, a Teoria dos Conjuntos, que elucidou dúvidas clássicas pré e pós-cristãs, 
como os famosos paradoxos de Zenão e outras brincadeiras no antes sombrio reino do infinito. 


initos e Infinitos 


um conjunto é finito quando o processo de 


14. RELAÇÃO DE INCLUSÃO - SUBCONJUNTOS 


Diz-se que um conjunto A está contido em um conjunto B quando todo elemento de A for, 
também, elemento de B. Com o mesmo significado, diz-se ainda que 


parte) de B ou, ainda, que B contém A. Simbolicamente: 


ACB(ouB> )e(VaeA-acB 


А é um subconjunto (ou uma 


Exemplos: 


— Capítulo 1 Con 
a) Sejam U = {u € 7 |u é divisor de 120] e V yr de 24). Percebe. 
U. uma vez que todo nümero que divide 24 também é capaz de dividir 120. se qu 

b) Sejam P = (2.3. 5,7} e Q= tq € Z|1«q«9eqé impar). Note-se que. apesar de que з 

е2е0.5еРе5е Q, bem como 7 e P e7 є О. tem-se 2 є Р. mas 2 € Q. Dessa forma А 
ser subconjunto de О, por nào cumprir a definição para tal. Escreve-se, então, que P q Q. > Não pode 

c) Quando se diz que todo paraense é brasileiro, deve-se entender que um fato (ser paraer 
implica, acarreta, ocasiona outro (ser brasileiro). Diz-se, ainda, que ser paraense é condição ieas 
para ser brasileiro, ou que ser brasileiro é condição necessária para ser paraense. Tudo iei. 
generaliza para qualquer sentenga do tipo HIPÓTESE => TESE. Simplesmente, o que se s Е 
linguagem de conjuntos é ler а proposição inicial como o conjunto dos paraenses está contido E 

conjunta das brasileiros. isto é, qualquer que seja о paraense, ele também é brasileiro. к 

É de fundamental importáncia observar no penülimo exemplo que nào importa. quantos 
elementos de um conjunto X pertengam а Y: se pelo menos um elemento do primeiro nào estiver nn 
segundo, ocorre X z Y. Noutros termos, para verificar que um conjunto X não é um subconjunto de Y, 
deve-se (с basta) exibir (pelo menos) um elemento de X que não seja clemento de Y. 

Além disso, tem-se que ou X c Y ou Х с Y, não havendo uma terceira opção nem podendo 
ocorrer as duas situações simultaneamente (isto é, os dois casos excluem-se mutuamente). 

Estas duas últimas observações servem para demonstrar um fato considerado esquisito para 
muitos alunos. que muitas vezes О aceitam sem saber o porqué: o de que 0 vazio é subconjunto de 
qualquer conjunto. Com efeito. se existisse algum conjunto А do qual o conjunto vazio nào fossc 
subconjunto, entio dever-se-ia ser capaz de exibir pelo menos um elemento do vazio que nào 
pertencesse a A. Mas isso é impossível, e esta contradição nasce do fato de supor que 4 z A. Portanto, a 

ade é $ c A, qualquer que seja o conjunto A. Além desta, há outras propriedades 


untos 
еу с 


ünica possibilid 
importantes da relação de inclusáo, a saber: 
1. Para qualquer conjunto А, AC À (REFLEXIVIDADE). 


DEMONSTRAÇÃ 


De fato, a implicação хе A= xe A é trivialmente verdadeira (é óbvio que todo elemento de À 


está em A). 


IL Se Ac BeB cC, então Ac C (TRANSITIVIDADE). 


DEMONSTRAÇÃO: 


TIT. Se A é um conjunto finito com n elementos, então A tem, exatamente, 2" subconjuntos. 


Exemplo: 
Suponha-se que X = (a, b, c}. Formando os subconjuntos de X, tem-se que: 

Subconjuntos com exatamente 0 elemento: 6 

Subconjuntos com exatamente 1 elemento: {а}. {b} e {с} 

Subconjuntos com exatamente 2 elementos: fa. b}, {a,c} e (b. cj 

Subconjuntos com exatamente 3 elementos: (a. b,c} =X. 

Como é possivel perceber, há 8 = 2º subconjuntos de A. 

Por que não foram contados conjuntos como fb, a} e (c, a, b}? Porque, como $ 
tais conjuntos são respectivamente iguais а ta. b} cala b, с) с, assim, 


ега visto ПО 
д І já foram 

próximo item, j: 

computados. 


т a Capítulo 1. Co, 
Ussa última propriedade admite muitas demonstrações interessantes e Жас шн 


argumentos combinatórios. Duas das mais simples são as seguintes: 


1* DEMONSTRAÇÃO de TIT: Se A é vazio, isto é, se n= 0, o único subconjunto possível é o 
próprio vazio. A fórmula é válida uma vez que 2 = 1. Se n > 0, formar um subconjunto X qualquer de A 
consiste em temar n decisdes consecutivamente: 

Decisão 1: pôr ou não o “primeiro” elemento de A no subconjunto X. 

Decisão 2; pôr ou não o “segundo” elemento de A no subconjunto X. 


Decisão n: pór ou não o "enésimo" (e “último” elemento de A no subconjunto X. 

Portanto, de acordo com o teorema fundamental da contagem, já que cada decisão pode ser feita 
de 2 modos pòr ou não рг”). hà um total de 2.2...2 = 2º subconjuntos distintos possíveis de A. 

2* DEMONSTRACÁO de ІП: Pode-se proceder como no exemplo acima, só que modo mais 
geral. Dado o conjunto А = (ài. Ma, ... an}, formam-se 

Subconjuntos com exatamente 0 elemento, em número de Сар: ф. 

Subconjuntos com exatamente 1 elemento, em número de Сал: {а}, 123]. o Халі. 

Subconjuntos com exatamente 2 elementos, em número de Cr: far, аз}... {а1, Anjo e Vn 1, 


ant- 


Subconjuntos com exatamente n clementos, em número de Can: O próprio A. 


Portanto, há um total de Cao + Car + Cho +. + C44 subconjuntos de A. Finalmente, pelo 


Denomina-se subconjunto próprio de A qualquer subconjunto X de A, tal que: 
ХжғфеХжА 

Quando um subconjunto nào 6 próprio 6 dito impróprio ou trivial (sào os subconjuntos óbvios. 
de qualquer conjunto A: фе A). 

Obs.: Alguns autores definem subconjunto próprio de A como qualquer subconjunto de A. que 
nào o mesmo (ou seja, admitem a possibilidade de o conjunto vazio ser próprio). Outros insistem numa 
diferenciação entre os conceitos de subconjuntos impróprios e o de subconjuntos triviais. [sto nào será 
feito aqui, mas devé sempre ser deixado claro por quem o utiliza. 

Denomina-se conjunto das partes de um conjunto A o conjunto de todos os subconjuntos (ou 
partes) de A. É representado por (А). Assim, se А = (a, b, c}, tem-se (А) = (6, (aj. {Б}, {c}, {a,b}. 
{a,c}, {b,c}, А}. Note-se que nunca f(A) ё vazio, já que sempre possui, pelo menos, ф como elemento. 


1.5. IGUALDADE ENTRE CONJUNTOS 


Por definição, dois conjuntos são iguais quando possuírem os mesmos elementos. Assim, 
equivalentemente, ocorre igualdade entre dois conjuntos quando todo elemento do primeiro for também 
elemento do segundo e, reciprocamente, qualquer elemento do segundo pertencer da mesma forma ao 
primeiro. 

Noutras palavras, pode-se garantir que dois conjuntos são iguais quando: 

- O primeiro estiver contido no segundo (“todo elemento do primeiro for também elemento do 
segundo”) е 

-0 segundo estiver contido no primeiro (“qualquer elemento do segundo pertencer da mesma forma ao 
primeiro”). 

Em simbolos: 


LLL 27777773 Conjuntos 


ASZBeSACBeBcA 


(Propriedade Anti-Simétrica da Inclusào de Conjuntos) 


É exatamente devido a essa definição que nem a ordem e nem a repetição dos elementos 
diferencia comuntos. LXS.: 

à) маат os conjuntos X о conjunto das letras da palavra AMOR, Y о conjunto das letras da 
palavra ROMA. Z o conjunto das letras da palavra AMORAS e W o conjunto das letras da palavra 
MARASMO. Desse modo são válidas, dentre outras, as seguintes relações: 

Хеу Үс X.X = Y (a ordem das letras não distingue os conjuntos X e 35. 

Х<7:/4 X (pois S € 7, mas 8 ж X). Logo, X я Z. 

у.с WW с Z: 7 = W (nem ordem nem repetição dos elementos interessa diretamente em 
linguagem de conjuntos). à 

bj Suponha-se a pergunta: quantos elementos tem o conjunto А em que оз cinco primeiros 
números inteiros positivos sáo escritos uma quantidade de vezes igual ao scu valor absoluto? 

De acordo com a definição de A, pode-se afirmar que: 

А = (1,2,2, 3, 3, 3, 4,4, 4,4, 5, 5, 5, 5, 5]. 

Entretanto. pela definição de igualdade de conjuntos, é fácil ver que: 

А = £1, 2. 31 е, portanto. tem 3 elementos. 


1.6. OPERACOES ENTRE, CONJUNTOS 


161. UNIÃO (ou REUNIÃO) 


Dados dois conjuntos quaisquer A e B. chama-se de união de A com B ao conjunto representado 


por A 2 B que consiste em todos os elementos que pertencem a А ou a B, podendo pertencer а ambos. 
Formalmente: 


Convém ressal i i 
ы x pl jy а simbologia x e A ou x e B exige que pelo menos uma das duas 
5. a Saber, Ла verdadei 
-x € В, seja verdadeira, podendo ser, eventualmente, as duas. Embora nà 


linguagem cotidiana seja fre i y o пиа и. 0 
qúente a interpretacáo do con i a i і 
i s ре : ectivo ou penas n 2 LUSTY Seu 
significado matemático correto é inclusivo. Assim ы, о 
, 


пасо para exemplificar, està i ; como: 2 

са Я о corretas afirmagóes сог 

і de Sec puc] be ou igual a cinco); 7 > 7 (“sete é maior que ou igual a sete”), apesar de 2 7 5€ 

ка : 1. жк nd falsas. Naturalmente а afirmação 2 > 4 é falsa, uma Med que nem 2? 4, 
orma, a sentenca Este ano nào é bi МАН ЗАРЫ dei inda que 

ambas as afirmações scjam verdadeiras (inclusão), ну é bissexto ou é 2005 é verdadeira, ainda que 

a) Sejam A = (1,2, 31 e B= 13, 4,5,6). Então, 
У торы ое] 13,4,3,6/.Entio AB = f] 
by Sendo P = fp є Nipéparjel- (ie Nli-2k 11,2,3,4,5,6) 


+l, k € Nj, tem-se que PUI=N. 


A interseção entre A e B (A A B) é o conjunto dos elementos que pertencem a А еа B 
(simultaneamente). Matematicamente: 


Exemplos: 

a) Se A = (1,2, 3} e B = (3,4, 5. 6), conclui-se que A ^ B = 43). 

b) Sendo X = (x e N Ixé múltiplo de 12] e Y = (y e N |y é múltiplo de 10), tem-se que X ^ Y 
= Axe N [x é múltiplo de 60). 

e) Supondo P o conjunto dos números primos e C o conjunto dos números compostos, tem-se 
que P A € = q, pois não há inteiros que sejam primos e compostos, ao mesmo tempo. 


Quando dois conjuntos têm interseção vazia são chamados de disjuntos. 
| O 


ALGUMAS PROPRIEDADES DA UNIÃO E DA INTERSEÇÃO 


Quaisquer que sejam os conjuntos A, B e C são válidos os seguintes resultados. 


L |IDEMPOTÉNCIA 


AVA=AJADA=A, 


П. COMUTATIVIDADE 


AUB=BUAJANB=BNA. 


(AUB)UC=AU(BUO0); 
(ANBIAC=AN(BNO). 


Ам (В г\ С) = (АОВ) су (АОС); 
An(BuC)s(AnB)u(AnC) 


I. ASSOCIATIVIDADE 


IV. DISTRIBUTIVIDADE 


Capítulo 1 Conjuntos 
NCIA DO El EMEN IO NLUIRO s 


үт EXISTÊNCIA DO ELEMENTO ABSORVENTE 


As demonstrações das sete primeiras propriedades acima (ou as idéias nelas envolvidas) serão 
melhor esclarecidas num momento posterior (em Lógica). embora seja possível aplicar os con 
explanados até o momento. De um modo geral, uma ferramenta muito útil para provar que dois 
conjuntos são iguais consiste em usar à propriedade anti-simétrica da inclusão de conjuntos. 

Por exemplo, para provar, em IV, que À U (B ^ C) = (A u B) ^ (A Y C), pode-se proceder do 
seguinte modo: Seja x um elemento qualquer de AU (B ^^ C). Então, por definição de união, x e A oux 
е B ^ C. Pela definição de interseção, pode-se escrever então que x е AouxeBex e C. Dessa 
maneira, é possível afirmar que, ao mesmo tempo, x e A oux € BexeAoux є C,isto é, que x e (A 
U B) ^ (A U C). Logo, qualquer elemento de A У (B ^ С) é também um elemento de (AU B) ^ (AU 
C). ou seja, A U (B A C) c (A U B) n (A UC). Paralelamente, seja y um elemento qualquer de (AU 
B) ^ (A UC). Tem-se, por definição de interseção, que y е AU B e que y € AUC. Pela definigáo de 
união, pode-se escrever que y е A ou y € B, ao mesmo tempo em que y € A ou y € C. Em particular 
(para evitar "redundáncias"), basta dizer que y є A ou y e B e y e C. Daí, pode-se garantir que y é um 
elemento de A U (B A C). Conseqüentemente, qualquer elemento de (A U B) ^ (A U C) também deve 
estar em AU (B ^ C). Noutros termos, (A U B) A (A U C) А U (B ^ C). Finalmente, já que AU (B 
^C) c(AU В) ^ (Au С)е(А B) ^ (AU C) CAU (BAC), conclui-se que A v (Въ С) (A v 
Вул (А ӘС). 

Como se pode verificar na demonstração acima, as técnicas envolvidas são simplesmente 
manipulações convenientes das palavras e das orações. Às vezes, por exemplo, escrever coisas 
redundantes ou óbvias é útil. Noutras, procura-se eliminar tais excessos. Por exemplo, na demonstração 
precedente, afirma-se que a sentença "y e A ou y є B, ao mesmo tempo em que y є A ou y є C" pode 
ser substituída por “ye А оцу e Bey e С”. Outro exémplo é poder escrever, equivalentemente, que 
“хе А ехе В” ou que "x e B ex e A”. Ou ainda, dizer que "x е A" é a mesma coisa que dizer (de 
modo “prolixo”, mas eventualmente útil) “x € A ou x € A”, ou ainda “x e A ex є A”. Depende da 
conveniéncia (e, obviamente, de muita prática para perceber). As regras matemáticas formais de 
manipulação como as acima serão vistas em Lógica Matemática, a qual pode ser entendida como um 
modo de "pensar, escrever e falar matematicamente”. 

EA e a он p АНАР ültima propriedade é análogo. Suponha-se que А 
B pa elote cx EH SUR pes Será, novamente, a anti-simetria. Sexe AU 
B, ou, mais simplesmente, que x e B. Daí sido ii Жы AR ena EB, "elec qe E B 55 s 
deve ser um elemento de B, isto é А UB cB 1. de A U B (na hipótese de А с B) também 
Я оё - Seja, agora, um elemento b qualquer de B. Então à 
afirmação b e А ou b e B é verdadeira, mesmo que b nào estej A cáo de 

reunião de dois conjuntos nào exige que um elemento da unià a un (uma vez que a detinigao . 
pertencer a um deles). Portanto, b e A UB. Ou sej тд esigja em arbos Gs conjuntos — pes" 
s - Ou seja, todo elemento de B também é clemento de A v B: 

B c A U B. Logo, caso A c В, deve-se ter A U B = 

bconjunto de B, continua valendo B ; B: Note: 
su 44 duis bs ea o pi A у B. pois esse resultado 
: " ma hipótese, A ^ B = A éan 


se que, mesmo que A nào seja UM 
independe da hipótese adotada. 
áloga e fica como exercício. 


Capítulo Y. Conjuntos 


Dados os conjuntos quaisquer A e B. a diferença entre A e B consiste no conjunto dos eleme 
ja, aqueles elementos que estão, apenas, em A. Em símbolos 


de A que nào sáo elementos de B, ou se 


Exemplos: 

a) Sendo A = (1, 2, 3, e B = (3, 4, 5, 6), conclui-se que A - В = (1, 2) eque B-A= (4, 5. 6j. Note- 
seque A — В+ B — A, e, portanto, a diferença não é comutativa, de um modo geral, 

b) Tomando X = (x e Nx é divisor de 12}еү={ує N | y é divisor de 20}, conclui-se que X - Y = 

{3.6.12} e Y- X = (5. 10, 15, 20). 


c) Sendo М, o conjunto dos múltiplos do inteiro n, pode-se garantir que M; — M; 6 o conjunto dos 
inteiros terminados em 5. Já My — M; = q, uma vez que é impossível encontrar um múltiplo de 10 


que não seja múltiplo de 5. 
d) Supondo P o conjunto dos números pares c I o conjunto dos números ímpares, tem-se que P — T 
pois todos os números pares não são impares. Analogamente, T — P = І. 


ALGUMAS PROPRIEDADES DA DIFERENÇA 


Para quaisquer que sejam os conjuntos A e B são válidas as seguintes propriedades. 


L А-А=ф. 

IL. А-ф-А (ELEMENTO NEUTRO). 

ПГ. A-(ANB)=A-B. 

IV. Зе А-В-ф, então A c B, e vice-versa, isto é, se А с B, então A — В = 4. Formalmente: A - B 


= ф se, е somente se, А с B, ou ainda, А-В-ф<>АсВ. 


DEMONSTRACÓES: 
Basta notar que a afirmação x € A e x g A é sempre falsa, o que define o conjunto vazio. Ou seja: 
А-А = ele e А ех £ А} = 4, Note-se que nào é interessante utilizar a anti-simetria (pelo 
menos por ШЫ ы, = sem Lógica), visto que o conjunto vazio não tem elemento. 


Suponha-se quex € A- i Então, por definição, x e A ex € 6. Particularmente, x e А. Logo, A- 
$ C A (de uma forma bem mais geral, é fácil ver que А-В c A, qualquer que seja о conjúnto B). 
Inversamente, suponha-se que x е A. A idéia é que a afirmação "x € 4” é auto-evidente (óbvia), 


podendo ser considerado uma espécie de redundância. Isto significa que a sentença “x € A” (sem 


dúvida, mais simples) pode ser re-escrita "x € А e x € q” (mais "prolixa", no entanto, 


particularmente útil). De fato, qualquer que seja o elemento x, póde-se sempre afirmar que x € 9. 
Portanto, Ас A ~ ф. Assim, А - ф = A. 
Suponha-se quex e А—(А B). Então, x e А èx € Am В. Como x deve ser um elemento de A, 


mas não de A ^ B, tem-se quex ғ B. Assim, x € A ex € B, ou seja, x e А-В, do que A-(AN 
B) c А-В. Agora, suponha-se que x є А-В. Então, x e А ех e B. Se x nào é elemento de В, 


Capítulo 1 Con LLL 
npouce pode ser elemento de À т В. embora seja elemento de А. Portanto, x e A c x 7 А, 

veo poue > d s 

i онсе x € A- (АВ). Dai, A-B c A- (А A B), e, finalmente, A - (A A p. 


- B. 


n 
5 


A 


1 


Supondo que А c B. é trivial que А-В = 9. visto que não há elemento de A que não esteja em B 
En é subconjunto de В. todo elemento de a é também elemento de B, por definição). Assim: A с 
В=А-В=ф. . | | 
Suponha-se, agora, que A — В = 4. Sendo а е A. caso a € B, ocorreria a е A =B, ou seja, а e dco. 
que é um absurdo. Portanto, a deve pertencer a B. de que A c B. Ou seja, A- Bà А св 
Logo. A-B=9$ ACB. 


1.64. COMPLEMENTACAO 


Sejam A e B dois conjuntos quaisquer satisfazendo a relacio B с A. Denomina-se 
complementar de В em (relagáo a) A o conjunto dos elementos "que se devem acrescentar a B para que 
ele se transforme em A". Em termos mais precisos, o complementar de B em A, representado pelos 
simbolos С^ ou СА(В), está definido somente quando B c A, e, nesse caso, será igual a 


Exemplos: 
a) Sendo A = (1,2, 3, 


259; e B = (2, 3, 4), é fácil ver que B с A e, assim, tem-se queCi= A- B = 
(1,5.6.7, 8, 9). 


b) Sejam X = (5,7,9] eY - ly e NI y é impar menor que 10). Como X c Y, faz sentido falar em С), 
sendo este conjunto igual a Y - X = (1, 3). Não está definido, entretanto, o conjunto C, (Y), uma 
vez que Y z X. 

€) 


Considerando os conjuntos P dos nümeros primos e Y do exemplo anterior, nota-se que não existe O 
conjunto complementar de Y em P. uma vez que 1 e 9 sào elementos de Y mas nào de P e, deste 
modo, Y zP 


ALGUMAS PROPRI 


EDADES DA COMPLEMENTAÇÃO 
Supondo que os conjuntos А,В. С satisfa 
seguintes propriedades. 
L С.ХА)-А-А-ф. 
П. С.(ф)-А-ф-А. 
HI. C, (С, (B)) = B. 
IV. BECS, (С) сс, (B). 
V. BuC,(B)=A; BAC, (В) = ф. 
М. С, (ВОС) = С, (В) ~ Ca (С). 
МП. Ca (Bo С)= С, (В) ос, (С). 
ҮШ.В-С-В/лС, (С). 


с̧ат as condições В с А e C с A são válidas as 


As duas últimas pro 


priedades sáo muito importantes e recebem o nome de relações (ou leis) de 
De Morgan, em homenage 


m ao matemático Augustus De Morgan. 


Capítulo 1 Conjuntos 

Para ilustrá-las (mas ainda nào demonstrá-las), considere-se о seguinte esquema, em que os 

conjuntos dividem o plano do papel em 5 regiões (conjuntos). numeradas de 1 a5:1=A-(BuC)2= 
B-C;3-BoOUC;4-C-B; 5-U- 


Dessa maneira, é fácil notar que: 
B-203;C4(B)2104;C23u4;C4A(C)21u2. 

Вос = 20304; Сл (ВОС) = 1; СА (ВС) = 10204; 

Dai: CA (B U C) = СА (В) C4 (C) e Ca (B A C) = C4 (B) U СА (C). 
Agora, as justificativas formais. 


DEMONSTRAÇÕES: (I e IL já foram provadas acima) 


xe CCB) Sxe Aere С, (В) e xeAexeBexe ANB ex e B (lembrando que 
Bc A) 


Inicialmente, suponha-se que B c C. Seja x е Ca (C). Por definição, tem-se x e A ex £ C. Já que 
x # C, não é possível que x seja membro de B (pois B с C). Logo, x e A ex € B. isto é, x e Ca 
(B). Daí: B c C = C4 (C) c C4 (B). Seja. agora, CA (C) c Ca (B). De acordo com o resultado 
que acabou de ser provado (a ida): CA(Ca(B) с СА(Са (C)). Finalmente, utilizando o item 
anterior, conclui-se que B c C, o que encerra a demonstragáo, 


Como Bc A e C4(B) = A — B c A, tem-se, trivialmente, que B U C4(B) с A. Seja agora x um 
elemento qualquer de A. Exatamente uma das duas afirmações deve ser verdadeira: x є B ou x € 
B. Pode-se garantir então que: x e A>x€eBouxgBoxeBouxeCaB)oxeBu 
С.В). Logo, А c Во C4(B), o que conclui o argumento. E já que é impossível a existência de 
algum elemento x, para o qual x e Bex e Box e Bn CA(B), deve-se ter Br Ca (В) = ф. 


A principio, como se sabe, В с B u.C. Pela propriedade precedente, СА(В о C) с CAB). 
Analogamente, já que C c B UC, tem-se C4(B U C) c СА(С). Desse modo, C4(B U C) c Ca(B) 
Nn C«(C). Para simplificar, seja X = Ca(B) ^ СА(С). Então, X c СА(В) (bem como X c СА(С)). 
De fato, para quaisquer conjuntos M e М, sabe-se que M ^ N c M. Portanto, aplicando a 
propriedade IV à relação X c C4(B), tem-se СА(СА(В)) с CA(X). Pela propriedade ІП, conclui-se 
B c C4(X). De modo inteiramente análogo, conclui-se que C c Ca(X). Assim, B o C c СА(Х). 
Novamente aplicando a propriedade ТУ a essa última relação, chega-se a Ca(B v C) c СА(СА(Х)). 
do que: C(B U C) c X = C4(B) ^ С.С). Das relações em negrito, tem-se que Ca (BU C) = Ca 
(B) ^ C4 (C). В 


УП. А demonstração é análoga à anterior e fica como um bom exercício. 


VIILB-C-ixeA:xeBexegC])7íx:xeA exeBexegCi-ix:xeBe(xeAexeC)- 
(x:xeBexeCA(C) = В ^ Ca (С). 


Capítulo 1. Conjuntos 

l'inalmente, convém ressaltar дис, quando o conjunto А foro universo, o complementar de B em 
relação a А sempre estará definido (pois qualquer conjunto é parte do universo); por 1550, ы freqüente 
dar-lhe uma notação especial: em geral, В“, B’ ou B. Nesse caso, n uma definigáo especial, notando 
que x e U é sempre verdade, o que torna essa afirmagáo “redundante”. Assim: 


СО, =В={ хеШехеВ}={х|хеВ{| 


Esta definição é importante, uma vez que torna possível substituir o conjunto dos elementos que 
náo pertencem a um determinado conjunto X por X. Além disso, as propriedades ficam mais fáccis de 
visualizar. As relagóes de de Morgan, por exemplo, ficam 


AUB=AMB e ANB=AUB 


explicitando que a complementação transforma união em interseção e vice-versa. Outro resultado 


importante é a propriedade VIII anterior, que agora fica: 
A-B=ANB 


Portanto, a diferenca entre conjuntos quaisquer pode ser encarada como uma intersegáo, o que 
permite utilizar suas propriedades. 


1.6.5. DIFERENCA SIMÉTRICA 


Dados os conjuntos A e B quaisquer, denomina-se diferença simétrica entre eles o conjunto A A 
B, definido por: 


AAB=(A-B)U(B-A 


Exemplos: 


a) Sendo A = {1, 2, 3} e B = {2, 3, 4, 5}, tem-se A A B = (1.4, 5). 

оер o me iow alunos do Convénio Militar que desejam prestar o concurso 
conjunto dos alunos do Convénio Militar que desejam concurs ra O 

IME, tem-se X A Y sendo o conjunto dos alunos do C i 52.21. 

€ querem concorrer a uma vaga para o ІМЕ, mas 


se que X A Y pode também д j 
a ser visto como o conjunto dos alunos 
que querem fazer o vestibular do ITA ou do IME, mas não para os dois simultaneamente. 


Conforme discutido anteriormente (ver item 6.1), o conectiv 
. n m WA X Y US 
iR ER NM 1. que as proposicóes ligadas por ele sejam simultaneamente verdadeiras. E 
aba pés € ае ML AnBcA V B. Na linguagem comum, porém, o mesmo conectivo 6 
q ; пр ndido como de sentido exclusivo. Assim, quando se diz que “Márcio é professor ou 
estudante”, comumente exclui-se a possibilidade (matematicamente aceitável) de o referido indivíduo 
ser tanto professor quanto estudante. 
Р. ib | q 1 “ ^ : 
s is a d go ы do ou”, aplica-se a duplicidade em Matemática, isto é, usa-se 
$e . о, quando se deseja excluir a simultancidade, diz-se, por exemplo, que “ou 


Capítulo 1. Conjuntos 
ragáo que Márcio seja 


Márcio é professor ou é estudante”, s 
estudante e professor, 

A diferença simétrica nada mais é do que uma formalização dos fatos citados. Dizer que um 
elemento x pertence à diferença simétrica entre os conjuntos A e B significa que ou x € A ou x eB. Ou 
seja: xe AABc»ouxeAoux є B. ` 


ignificando que nào se leva em conside 


ALGUMAS PROPRIEDADES DA DIFERENCA SIMÉTRICA 


Sejam A, B e C conjuntos quaisquer. Valem entáo as seguintes propriedades. 


Т. AAB=BAA (COMUTATIVIDADE). 
П. АДА = ф. 

Ш.А Дф = A (ELEMENTO NEUTRO). 
IV.AAB- (AU B)- (A ^B). 


Ав demonstrações dessas propriedades (com exceção da última) são conse 
definição e das propriedades das operações já vistas até o momento. De fato: 


ASA=(A-AJU(A A)7-$U$- & AA6-(A-U(A-UÓ)- AUASA;AABE(A-B)U 
(B-A)==(B-AJU(A-B)=BAA. 


Já para demonstrar a última, um caminho é aplicar uma quantidade maior de propriedades 
anteriores: A-B = А/В; distributividade da união em relação à interseção, e vice-versa; neutralidade 


do universo na união; BU В- UBAB= $, bem como uma das relações de De Morgan. Trata-se de 
um bom trcino do que foi visto até o momento. 


AAB = (А - B)u (B- A)- (А ав)Ә (в A A)- [la ^ B)u B]^ lla n B)u Al- 
(А v B)o (Bu Bla (А v AJo (Bu A)= [(A o B)o u]a [v o (Bo A]- 
(AUB)A (Bu A)= (^ u B)o (A^ B)» (AU B)- (A^ B) 


Naturalmente, é possível também demonstrar essa propriedade aplicando a anti-simetria da 


inclusáo, juntamente com as leis do pensamento regradas pelas propriedades já conhecidas (como 
“eliminação de redundáncias”, uso correto de “ou” e de “e”, etc.). 


quências diretas da 


1.7 CARDINALIDADE DA UNIÃO DE CONJUNTOS - PRINCÍPIO DA INCLUSÃO- 
EXCLUSÃO 


Chama-se cardinalidade de um conjunto finito A o número de elementos desse conjunto, sendo 
representada usualmente por um dos símbolos a seguir. 


n(A); na: HA ¡card A 
Por definigáo, o conjunto vazio possui cardinalidade zero. 


O princípio básico da determinação do número de elementos da união de dois ou mais conjuntos 
€ o seguinte: se dois conjuntos são disjuntos, o número de elementos da união dos dois é, 
asoma dos números de elementos de cada conjunto. 


ANB=04>n(AUB)=n(A)+n(B) 


A partir daí, é possível provar que, sendo A e B conjuntos quaisquer: 


n(A U B) = n(A) + n(B) - n(A AB) 


simplesmente, 
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ы ж жі 


STRACÁO: 


DEMON 55 
JAB=(ANB)NB= А гу(В° В) Аф = 6 Assim, os 


B) u B] = n(A — B) + (B) (D. 
)n (BTU B) = (A U B) U U =A U B (ID. Além 
disjuntos, bem como (A - В) Y (A ^ B) = A 
básico tem-se: n[(A ~ B) U (A N B)] = n(A- 


note-se que (А ~ B 
до disjuntos, 6: n[(A — 
(АВ) ОВ = (АЧ В 
disso, fácil verificar (prove!) que A-BeAn B sáo 
(mostre isso, também!). Assim, novamente pelo princípio 
B) + n(A ^ B). Logo: n(A - B) = n(A) - MAN B) (HD. 

Finalmente, substituindo os resultados (Ш) e (III) em (D, vem: _. ) 
n(AUuB)7 А) - (A ^ B] + n(B) = n(A) + n(B) = n(A O В). у 


Inicialmente, 


conjuntos A — B e B 8 
Mas, (A- В) Uu B= 


Trabalhando com trés conjuntos finitos principais, tem-se que: 


n(A U Bu C) = n(A) + n(B) + n(C) - (A ^ B) n(A ^ C) - (B ^ C) + (An В ^ С) 


DEMONSTRAÇÃO: 


Aplicando o resultado anterior, tem-se que: 
MAVBUO=nAUB)UC]EnAUB)+n(C) - n(A \ B) C] (). 

Sabe-se que: 

E U pi n(A) + n(B) ~ n(A ^ B) (II). 

n[(A v n C] 2 ЦА ^ C) v (B^ С)] = (A 6 C) + n(B ^ C) - n An С) (В т Е 
c ks à EUM a А B ^ C) (Ш). Substituindo (1) e (III) em d о e Ms ‚ 
Кү (А ^ B)] + n(O) - [MA ^ C) + n(B.^ C) 3 n(A m B à СУ), de que se tira o 


Utilizando recursivamente os raciocíni i é 
У re ) inios anteriores, é possível mostrar (usand "incipi 
ао л ad У como princípio d O 
mn deu ade finita de conjuntos fini E А s 
dos conjuntos tomados а e geo diminuída da тота das cardi nd ics bees s 
НЕИН аы escida da soma das cardinalidades das intersegóes dos см 
кела ош mente, alternando-se os sinais das somas conform wide | 
м и 8, até obter + а cardinalidade da intersecá d iu pen à 

na paridad оосо ção de lodos os conjuntos, 

» Para quatro conjuntos, Ai, Аз, А 
» Ar, Az, Аз € Ay, por exemplo, tem-se: 


п(А U A U A3 U Ау) = 
3 4) n(Ai) + n(A;) + n(Ay) + n(As) — [n(A, N Àj) + n(Ai ^ Ay) + n(A; ^ A) + 
1 3 n(A; A Аҙ 


n(Ai N Аз) + n(Á NA 
4) + п(Аз A4] + 
Pta Аз A) = (А: A An Азг\ 2 ыы п(А AN Aj) + п(А NAN Аз) + 


“Também é í 
diis € possível de 
utilizando binômi monstrar o princípi , 
do binómio de Newton juntamente els da inclusão-exclusão via métodos combinatórios 
contagem, por ex mbinatorios, 
exemplo. 


Capítulo 1 Conjuntos 
L8. PAR ORDENADO 


Conforme visto anteriormente, a ordem dos elementos em um conjunto náo é relevante. 


Entretanto. em algumas situações, a noção de ordem relativa entre entes é fundamental. Por exemplo, 


considere-se o problema de resolver o sistema abaixo. 


lo ty=5 ‚ em que se deve ter x = 3 e y = 2. Ao serem perguntadas sobre о conjunto solução do sistema, 
х-у= 3 
algumas pessoas respondem S = (3, 2). Porém, sabe-se que (3, 2) = (2, 3), mas, apesar de 2 + 3 = 5,2 
—3 + 1, isto é, S não é o conjunto solução do sistema, Por qué? Onde está o erro? O engano consiste em 
utilizar somente a linguagem de conjuntos ("desordenados") para descrever algo que necessita de 
ordenação. Situações como essa justificam a introdução de conceitos como o de par ordenado. 

Apesar de não ser uma definição matemática formal, denominar-se-á par ordenado a um novo 
ente (objeto matemático) do tipo (x, y), composto por dois outros entes (em geral, números), de modo 
que a ordem entre eles é relevante: definiu-se um primeiro termo, x, que recebe o nome dc abscissa do 
par ordenado, assim como um segundo: termo, y. denominado ordenada do par. Tal ordem será 
caracterizada pela relação fundamental: 


(a,b)=(c,d) oa=ceb=d 


Isto significa que dois pares ordenados seráo iguais somente no caso em que suas abscissas e 
ordenadas forem respectivamente iguais. 

A tempo, a solução do sistema é S = ((3, 2)). A 

Obs.: É possível definir ternas ordenadas, quádruplas ordenadas, e assim, por diante, conforme 
se ponham em ordem 3, 4 ou mais clementos. A idéia é estender a propriedade básica da seguinte forma: 

(ar, аз, ..., Ai «^, An) = (bi; da, ..., Dis oes Dn) € ai = b, Vie (1, 2, ..., п} 

Tais entes, constituídos por n objetos, são genericamente denominados n-uplas ordenadas ou 

segiiências (ou ainda sucessões) com n elementos. 


1.9. PRODUTO CARTESIANO 


Trata-se de mais uma operação importante entre dois conjuntos A e B. Chama-se de produto 
cartesiano de А com B (A x B) o conjunto dos pares ordenados que têm abscissas em A e ordenadas em 
B. Formalmente: 


AxB хЄєА еу e В) 


Exemplos: 
a) Sendo A = (1, 2) e B = (3, 4), tem-se que: 
Ax B= {(1, 3), (1,4), (2, 3), (2, 4)} e B x A = (3, 1), (3, 2), (4, 1), (4, 2). 
Note-se que A x B + B x A, isto é, o produto cartesiano já não é comutativo, de um modo geral. 
b) Se M = fa, b, c), então: 
MxM 7 M! = (aa), (a, b), (а, c), (b, a), (b, b), (b, c), (c, а), (c, b), (c, c)). 


ALGUMAS PROPRIEDADES DO PRODUTO CARTESIANO 


І. SeA-$ouB- ф, então AxB-BxA- ф. 


DEMONSTRAÇÃO: 


Capítulo 1 Contuntos 
do A vazio. não se pode formar par ordenado algum que possua algum elemento de A S 

De fato, supondo ; 5 Е 

como ábscissa (ou ordenada). Idem para В = 6. 


Il. Ax B = $ somente quando A = 4 ou B = 6. 


DEMONSTRACÁO: 


Com efeito, caso ocorressem А s ф e B + ф (note-se De Morgan negando, por absurdo, a tese), poderiam 
o . 5 ot 1 

ser escolhidos elementos a € A e b e B, de modo que (pelo menos) o par ordenado (a, b) pertenceria ao 

produto A x В = 4, o que é obviamente um absurdo. Assim, deve-se ter A = ф ou В = $. 


TIT. Supondo A e B não vazios, a comutatividade (A x B =B x A) ocorre se, e somente se, A = B. 


DEMONSTRAÇÃO: 


Se À = B, é trivial que A x B = B x A = A? (mesmo que ambos sejam vazios). Suponha-se agora 


ndo um elemento qualquer a € A e um outro be B, 
nota-se que o par ordenado (a, b) є A x B. Por hipótese, esse mesmo par pertence também ao produto B 
X^ Logo a e B eb e A. Dessa forma, A C Be B & A, ouseja, A = B. А 


IV. Sendo A e B conjuntos finitos, tem-se que n(A x В) = n(A).n(B). 


eja, n(A) = 0 ou n(B) = 0), tem-se trivialmente que: n(A x B) = n($) =0= 
$, formar um elemento qualquer do produto cartesiano A x B consiste em 
tomar duas decisdes consecutivas; 22 2. i : 


га abscissa do par, o que pode Set feito de n(A) modos. 


|. Obs.: É imediato que, sob mesma Ве na А) = n(B) É A) к SEE 
| з E: ^ E > = К =n(A). „О : А) = п(А 
-X В), muito embora А X B não seja necessariamente igual SA e о ( E ) Hr o a i 


V. Ах(ВОС) = (АХВ) (АХС), 
produto cartesiano 


Z МА xX C), quaisquer que sejam os conjuntos A, В е С. (Distributividade do 
em relação à união de Conjuntos) 


| DEMONSTRAÇÃO: e 


(АХВ) (Ах С) (к, у) y) e A 
€ O) = {(х,у)|х e 


emonstração fi 
necessário, por exemplo, transmutar “x e 
como AU A. E convenie 


сапа menos “natural” 


at Ает “хед uy e д» 
nte verificar isso. : 


VL AX(BAC)= 


(А x B) ^ (A x C), para 
cartesiano em relação 


todos conjuntos А, B istributividade хішо 
ài à i : tividade do pro 
à interseção de conjuntos) ‚Ве C. (Distributi р 
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A demonstração é análoga à anterior e fica como um bom exercicio. 
1.10. PRINCIPAIS CONJUNTOS NUMÉRICOS 
1.10.1. CONJUNTO DOS NÜMEROS NATURAIS 

N= (0, 1,2,3,...) 


OPERACOES BEM DEFINIDAS 


Adição e multiplicação (ambas com a propriedade fundamental de fechamento, isto é, a soma e 
o produto de dois números naturais sáo, ainda, números naturais). f : 

Note-se que, apesar de ser possível subtrair ou dividir números naturais, nào é possível garantir 
que os resultados ainda sejam naturais. Diz-se que tais-operações não estão bem definidas em N (ou, 
ainda, que não são fechadas em N). 


PROPRIEDADES BÁSICAS 


Sejam a e b números naturais quaisquer. A adição e a multiplicação de números naturais têm 
como propriedades essenciais (além do fechamento) as seguintes: 


а) COMUTATIVIDADE: a +b =b + a; a.b = b.a. 
b) ASSOCIATIVIDADE: (a + b) + c = a + (b + с); (a.b).c = a.(b.c). 


c) DISTRIBUTIVIDADE DA MULTIPLICAÇÃO EM RELAÇÃO À ADIÇÃO: 
a.(b * c) = a.b + a.c. 


d) EXISTÊNCIA DE ELEMENTO NEUTRO: a + 0 =a; a.l та. 
1.10.2. CONJUNTO DOS NÜMEROS INTEIROS 
Z2(.,-72,-1,0,1,2,..] 


Note-se que qualquer número natural também é inteiro, Logo, М c Z. 
OPERACOES BEM DEFINIDAS 


Além das operações de adição с multiplicação, agora a subtração passa a ser fechada em Z. 
А quarta operação aritmética fundamental (divisão) ainda nào é fechada (nem sempre o 
quociente entre dois inteiros, com o denominador não nulo, é ainda inteiro). 


PROPRIEDADES BÁSICAS 


Em Z, as propriedades anteriores para adição e multiplicação continu. 
adicionalmente, uma nova propriedade, que, em essência, define o próprio coi 
como a operação de subtração em 7, 


am válidas. Ressalta-se, 
njunto dos inteiros, bem 


: е) EXISTÉNCIA DE ELEMENTO SIMÉTRICO (INVERSO ADITIVO): qualquer que seja o 
número inteiro a, existe (um único) inteiro a’, tal que: 


аға” = 0), 
Рог definicáo, a subtrair um inteiro b de um inteiro а ё somar a ао simétrico de b, ou seja: 
a-b=a+(-b). 
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i chamado de 
М i sim por — a, sendo 
1 inteiro nào é representado pora, mas р 
Е > inte 
m erdade, tal d 


untog 
simétrico 


. Como exemplos: 
Г ася ; i odem ser demonstradas i plos: 
lo ou oposto ao elemen Е біне cott s 1 gradas. Como exemplos; — 
doo A partir dessas A ч Com efeito, (— x) + x = 0, logo x é o simétrico de ( X), isto é 
1. Рага todo inteiro x, — (=> 
=(=x)=x -" М 
De f +x.0=x.1 +x.0=x.(1 + 0) = х.1 =x. Assim, já que x + x. = X, tem-se 
«020. De fato: x + x07 x. х.0 | 

T i x.0 é o elemento neutro da adição, ou seja, х.0 = 0 
: =х+7‹Ф®(—х)+(х+уу=( у 
M.x+y=x+z0y=z(1* LEI DO CORTE). De fato: x + y ы Cx) +(х +у)=( ) 

Ae (хуу (хх) ae Ву Dogs y З 


IV. (LEI DO ANULAMENTO DO PRODUTO) O pragaro; de 2. НЕЕ verdade, 
de qualquer tipo usual) é nulo se, e somente se, pelo menos um dos fato. a 

Xy 20e» x = 0 ou y = 0. Em verdade, a volta é trivial. Su 

х * 0 е у 0. Então, haveria x^ ! bem como y 

inversos: x Ey). y'ex0. y e (x | 

contradição. Logo, caso x.y 

vale para mais de dois fatore 


Ou seja, 
ponha-se, por absurdo, que fossem 
l. Multiplicando a igualdade original por tais 
dy. у )20e1120e 1 = 0, о que é uma 
= 0, algum dos números deve ser nulo. Obviam 


ente, o mesmo 
5, em número finito. 


V. (REGRA ou JOGO DOS SINAIS) Inicialmente, note-se que: x.y + x.(- 
X(1*(- 1)) = х0. Portanto, X= y) = 
(= х)у= - (x.y) (**). Então, substituin 
devido a (**), obtém-se EX. y) 


Y =x.1+x(1)= 
- (х.у) (%). Analogamente, 6 fácil obter o resultado 
do x por (- x) em œ): (-x)7y)2- ((- х).у). Agora, 
5-(Сх)у--(-(ку))-ху. 

Obs.: os símbolos х", X 
asterisco), os nümeros negativos 


+e X. significam, respectivamente, 
podem ser utilizados concomitan 


(pelo índice +) e os números 
temente, como em хі. 


1.10.3. CONJUNTO DOS NÜMEROS RACIONAIS 


que foram excluídos o zero (pelo 
positivos (por —) do conjunto X. Também 


o= 2, peZe vez). 


isto é, o conjunto de todos Os número 
(denominador não nulo). 


S que podem ser vistos como o quociente entre dois intciros 
Note-se Que, como para qualquer inteiro a tem- 
Q. Assim NC Ze Q 


se a = a/ 1, todo inteiro é racional, ou seja, Z C 
OPERACÓES ВЕМ DEFINIDAS 


Juntam 


ente com a 
fechada em Q. 


5 anterior: 
Deve- 


| es, а divisão (por números dif, 
Se lembrar das Seguintes defini 


erentes de zero) agora também € 
ções fundamentais em Q. 
bT ай-е, Ze adtbe a c ас 
b d bd “bd bd 
PROPRIED У А 
ADES BASICAS 


Ао lado de todas д 
; aS Propriedades aritméti 
importante que serve раға definir formalme а 


Presentadas até ent. 
hte a diy 


ão, há uma particularmente 
isào de nümeros: 


à pé 


ЕН 7777 1 Conjuntos 


ISTÊNCIA DE ELEMENTO INVERSO (MULTIPLICATIVO): qualquer que seja o 


D EX 4 : 
amero racional r diferente de zero, existe (um ünico) racional, r*, tal que: 
mero racional t, £5 
ny гыре | 
. ame vepresetitid 21 А 1 | | 
Na prática, tal racional é representado por 1 ou ainda - (1/r), sendo denominado inverso do 
r 


ão nulo г. Dividir um nümero inteiro p por um inteiro nào nulo q é, por definição, 
multiplicar p pelo inverso de q. Ou seja: p.q = p/q. 

Uma consequência muito importante dessa última propriedade é a 2" LEI DO CORTE: Se x # 0. 
pode-se garantir que y.X E Z.X => y = 7. Com efeito, basta multiplicar ambos os membros da primeira 
equação pelo número x” que o resultado segue facilmente. Observe-se que o corte multiplicativo só 
pode ocorrer com fatores não nulos. Caso contrário, excluem-se situações possíveis ou geram-se 


absurdos. Exemplos: 
Б 2 = , nom а 
а) Resolver a equação: x“ — x = 0. Um erro comum é dividir ambos os membros da igualdade por 


número racional n 


ro 


xº— x^. X E 9 я 
Ner € —-—-0«x-1-0«x-l. О erro está em que não está se levando em 


x x X х 
consideração a possibilidade de x = 0, uma vez que nào existe divisão por zero. A resolução correta (е 
muito simples), utilizando a distributividade (evidéncia do fator comum) e a lei do anulamento do 
produto, é notar sucessivamente que xX-x=06 x(x-1)=05x=00ux=1. 

b) A “demonstração” de que 1 = 2 (naturalmente, inválida — uma verdadeira falácia). 
Inicialmente, parte-se do fato trivial que 0 =.0. Dai: — 

0-0<>х-х-?2х-2х e L(x-X) “Ve 1=2 (0). 

Todas as equivalências acima estão corretas, com exceção da última, em que se dividiram ambos 
os membros da equação por x —x (isto é, por 0, o que é um absurdo). 


1.10.3.1. REPRESENTAÇÃO DECIMAL 


Como é sabido, o sistema de (base de) numeração decimal utiliza-se de: 

а) dez símbolos, denominados a/garismos. para representar qualquer número natural. 

b) sistema posicional de representação em que cada número escrito vale 10 vezes mais que 
valeria caso estivesse na posigáo imediatamente à direita da sua, ou, similarmente, 10 vezes menos do 


que valeria caso estivesse na posigáo imediatamente à esquerda da sua. 
Desse modo, os números 1976 e 69024,11 devem ser entendidos, respectivamente, como as 


somas А a i б = E 
(1.10? +9.10? + 7.10 + 6.10%) e (6.10! + 9.10° + 0.107 + 210 +4.10" +1107 + L107)- 


| 
= 2 1 0 
= 6.10%+9.10*+0.10*+2,10"+4.10"+ +77 


É fundamental lembrar que todo número escrito sob a forma decimal (isto é, com vírgula, 
explícita ou náo, separando a parte inteira da fracionária) pode ser classificado em periódico ou náo 
periódico. Assim, por exemplo, os números —24,696969...; 3,51673673673... е4- 4.0 = 4.000... sáo 
denominados dízimas periódicas, de períodos 69; 673 e O, respectivamente, sendo a primeira e a última 
simples (porque logo após a vírgula vem o período) ea segunda composta (pelo fato de haver números 
nào periódicos entre a vírgula e período, no caso 51, denominado anteperiodo). Observe-se que os 
nümeros ditos decimais exatos, como 49,397 ou — 45.0 sào também dízimas periódicas (simples ou 
que 49.397 = 49.397000... e — 45,0 = — 45,000... Finalmente, há os números de 
representação decimal infinita não periódica, como 4.101100111000... (em que a quantidade de 

0 vào aumentando em uma unidade, à medida que vão aparecendo novamente) 


algarismos iguais a lea А қ iron i 
ел = 3,14159265... (a razão entre o comprimento de uma circunferência e o seu diámetro). 


compostas). uma vez 
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aus Judo número racional pode s crito sob a forma de dizima periódica (finita 
өзе q ersa, isto é toda dizima periódica representa um número racional 
vice-versa, ` = А Wn 4 iódica não sa aciona] 
sentemente, os números de representação decimal infinita e o per ódica ni são racionais 
Conseqüenteme lizando o algoritmo convencional da divisão eucli iana continuada, É а seguinte, 
A idéia, uti iro p qualquer por um inteiro q, não nulo, podem ser consideradas duas 


ШД 


Demonstr. 
ou infinita) € 


Suponha-se que se divida um inte 
possibilidades gerais: 

a) em algum momento, 
de representação decimal, tem-se um n 


obtém-se resto zero (a divisão chega a um “fim”). Então, por definição 
úmero denominado decimal exato. 


Em negrito, os restos 
da divisão por 5. 


Dada uma fração ordinária (isto é, um quociente entre dois inteiros) = irredutível (isto é, com 


mdc(p, q) = 1), para obter-se uma fração decimal (ou seja, uma fração equivalente a outra de 
denominador igual a uma potencia de 10), é necessário e suficiente que o denominador q seja divisível, 
apenas, por 2 ou por 5 (ou seja, os fatores primos de 10 — a base de numeração utilizada). Com cfcito, 


na А k ih E . 
qualquer fração equivalente a P. assume a forma > ‚ com k inteiro nào nulo. Para que qk seja uma 
q ак 
potência de 10, nào pode haver fatores primos em q distintos de 2 e de 5, e reciprocamente, aparecendo 
apenas os fatores primos 2 ош 5 em q. ак pode tornar-se uma poténcia de 10 para algum inteiro k 
conveniente, desde que p e q sejam primos entre si. Assim, as frações ordinárias irredutíveis 
127/ 1272 s) | 15 5 з 69 
2 


=—, -. d гі úmer 
25 10º 5º 10 podem ser todas escritas sob a forma de um número 


A z Rodi. MS E 
decimal exato. A fragáo 309 !mbém pode ser escrita como um decimal exato, embora haja o fator 3 no 


denomi 9 NA 

inador. Algum erro? Não, basta perceber que a fração dada é equivalente à fração d. Perceba- 
% 

se também “fim” ivi А E 20 

nulo, a divisão é т sa spe do exemplo acima é meramente convencional. Quando se obtém resto 

dios Prid d а apenas por conveniéncia, Т eoricamente, lembrando que zero dividido por 

“para sempre”. Caso D. M is te e resto ainda iguais a zero, a divisào poderia progredir 

2540000000 = 2,5400... sendo que este alio Мо, Concluir-se-ia que: 2,54 = 2,540 = 2,5400 = 

3 ; 3 в ste últi і ООҢ чн ? fau? 

indefinidamente. mo símbolo significa que a divisão de 0 por 5 continuaria 


quocien, 
continua: 


с) jamais se obtém resto nulo. 
exatamente q restos possívei 
inferior ao divisor. Por exem 


Е е qualquer inteiro P рсіо inteiro nào nulo q. h 

don pus pores 1, uma vez que o resto deve ser um natural 
Я 15до abaixo nào corresponde à definicào usual. 

127 50 


77 1? 


ois, embora 127 = d 
p а 127-501 +77.0 resto é maior Que o divisor 
Assim. excluindo-se o 
restos distintos (no máximo, q 


iro de 
уа! repetir-se "para sempre” 


resto nulo. ao dividi 
- idir d я ] 
P Por q. é possível obter apenas um número /in 


) c c , 
1 E algum esto que aparecer for epctido, а seq | 
+ Produzind -5е entáo uma dízima periódica, Ex 
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A pito t van 


31 21 
100 1.4761904... 
160 
130 
40 
190 
10 
100 


A partir da primeira repetigáo nos restos (no caso, a partir do resto 10), é óbvio que haverá 

a BEN : P esa d 
também repeticóes nos quocientes (no exemplo, de 4 a 0), de modo que a seqüéncia de nümeros 476190 
Será repetida num processo sem fim. Tal seqüéncia é exatamente o período do número decimal que 


"TENE! "M 1 
"tenta representar exatamente" a fragáo ordinária J As aspas são justificadas observando a 


impossibilidade real de fazer tal representação, já que o denominador 21 contém fatores primos distintos 
de 2 ou de 5 e, portanto, nunca possuirá um múltiplo igual a uma potência de 10. 


Todos os raciocínios empregados são generalizáveis, o que demonstra o seguinte teorema: 
Dividindo-se dois inteiros quaisquer, a representação decimal obtida é sempre finita ou infinita, 
mas periódica. 

Cabe também lembrar as regras práticas que permitem visualizar os números decimais racionais 
na forma de um quociente entre dois inteiros (fração geratriz). 


DECIMAIS EXATOS: Exclui-se a vírgula, obtendo-se o numerador. O denominador consistirá 
de uma potência de base 10 e expoente igual ao número de casas decimais consideradas, simplificando. 
se possível, o quociente A demonstração deste resultado é simples e segue o raciocínio do exemplo 


1 
seguinte. Ex.:13,693 = 12693 j 
1000 


De fato: 13,603 2 104.34 6 5 9 y 3 E 1000 + 3000 + 600 + 90 + 3 - 13693 | 
. 10 100 1000 1000 1000 
Inversamente. já foi provado que quando o denominador de uma fração racional reduzida (simplificada) 
apresenta, apenas, os fatores primos 2 ou 5 em sua decomposição, então o decimal equivalente é exato. 
possuindo um número de casas decimais igual ao maior expoente que aparece nos fatores 2 ou 5, como é 
fácil demonstrar. Ex.: 
13461 13461:7 1923 1922 _ 1923x5) 240375 240375 240375 5 
5600 5600:7 800 2552 3552.5! 3555 7710: туур = 210275 
Obs.: Note-se que. se uma fração ordinária irredutível possuir no denominador fatores primos 
diferentes de 2 e de 5, ela nunca pode ser um decimal exato, conforme discutido anteriormente, devendo 
tratar-se então de uma dízima periódica (simples ou composta). 


DIZIMAS PERIÓDICAS SIMPLES: Inicialmente, separam-se 
fração peratriz (da parte decimal) terá numerz 
algarismos do período. O denominador Será constituído 
correspondente ao número de algarismos do período. Ex.: 


7454545... =7 + 0,454545..=7+ 527,525 _ 82 


мн 99 HOCH dp 
Um raciocinio Interessante para obter a per; i 


= 0,454545... => 100x 45454545... 


Capítulo L. Conjuntos 


45 
AE --4% x= —— = 0.454545, 
100х—х=45 454548... — 0.454545... Logo. 09x = 45 €» Х o 545... 
х-х=4. 3us кз 
mente generalizadas, justificando a regra de obtenga, 


idéi с acil 
Naturalmente estas idéias podem Ser Ё 


da geratriz de шта e Мон» se que quando o denominador de uma razáo racional Já simplificada 
iproca monstra- d » os а S TE eie | 
Reciprocamente, e! a а. Ent de 2 e de 5. а representação decimal da fração será 

ores números P TER nunca poderá ser obtida uma fração decimal 


De fato, neste caso, , ) TEE 
na divisão continuada, о processo de divisão prossegue 


Em seguida, será visto quando tal dízima é 


apresenta como fat 
uma dízima periódica simples. І 
equivalente, conforme já explanado. Assim, REN 
ininterruptamente, gerando uma dizima periódica. 


composta.Ex.: | ые шы У А 
625 625 _ 2.289377289377289377... = 2,289377 (a barra explicita o período) 


Bhd iE perceber, sob um novo ponto de vista, que todo деста exato pode ser visto 
como uma dízima de período igual a 9 (além do 0, como dito antes). Por exemplo: 

5 = 4.999... Com efeito, fazendo x = 4,999..., deve-se impor que 10х - 49,999... Logo: 10x - x = 
49.999... — 4,999... > 9x = 45 & x = 5. Analogamente, tem-se 11,169 = 11,1 68999... | 

De um modo geral, há uma certa ambigilidade quando se fala na representação decimal de um 
decimal exato: sempre existem duas. Uma com período 0, outra com período 9. Dessa forma: 

5 = 5,00... = 4,999..., assim como 11, 169 = 11,169000... = 11,168999... 

Apesar de poder parecer estranho, a aceitação de tais propriedades tem como principal conquista 
a generalização: qualquer número real pode ser escrito na representação decimal, embora, em 
certos casos, tal escrita possa parecer “forçada” (o que ocorre devido ao sistema ‚Че numeração . 
escolhido). E crucial entender que quando se escreve 4,9 ou 4,99 ou 4,999999999 não se tem o número 
S. mas sim aproximações por falta de (ou seja, por valores menores que) 5. Não existe a “melhor” 
aproximação por falta de 5, de modo que a notação 4,999... significa apenas que a seqüéncia de 
aproximações menores que 5 não tem fim, sendo dependente apenas da precisão desejada (isto é, de 
quantos digitos se quer na aproximação). 
Ыйы шыкты 1527 mais "natural", num certo sentido) que 5,1 ou 5,01 ou 
majores gey а Quede + E , más sim aproximações por excesso de (bem entendido: por valores 

4 ; Quando se usa a símbolo 5,000... simplesmente está sendo afirmad с a sequência de 

aproximações é ilimitada: sempre existe uma anroximoes endo afirmado que a sequência d 
que as já utilizadas. Dessa maneira: proximacáo por excesso de 5 “melhor” (“mais próxima") 

8) 4 « 5 « 6. Em negrito, as 
exatamente um algarismo. 

b) 49 < 5 < 5,1. Em negrito, as " 
exatamente dois algarismos. 

с) 499 « 5 < 5 : a 
utilizando trés al oe Em negrito, as “melhores” aproximagdes de 5 por falta e por excesso, 

... d)4,99999 < 5 < 5,00001. E i E 

utilizando cinco algarismos. Em negrito, as melhores” aproximações de 5 por falta e por excesso, 


Portanto, quando se escreve, como mais um ex 


“melhores” aproximacó г 
ев aproximacóes de 5 por falta e por excesso, utilizando 


їй КУЛЕ T 
elhores aproximacóes de 5 por falta e por excesso, utilizando 


que S 0,11..,0 Que se está represe 
l. 


para a fração ordinária D 


2. Os nüm en а 
Y eros 0,1, 0,11, 0 111 0 
уе?“ lho na ( ? > 1111, 9111111110111 sáo iproximacóe (po TOR 
ez "me res 1a ordem dada) Para a fr o i ia a | | | 
аса ordinári 


Nào existe а “melhor” aproxi | 
Ximacáo po 
r falta de 
— ea CP Ам à i i 
g^ * à Seqüéncia acima não termina nunca. 


22 


Capítulo 1 Comuntos 

4. É conveniente que /odos os números reais admitam uma representação decimal, ainda que 

infinita ou dupla. visto ser bastante fáceis as regras operatórias com esses números 
(principalmente, a adição e a subtração). 


DÍZIMAS PERIÓDICAS COMPOSTAS: Separa-se a parte decimal da inteira. A fração 
geratriz da primeira terá como numerador a diferença entre um número formado pela justaposição dos 
algarismos do anteperíodo e do periodo e outro número formado apenas pelos algarismos do período. O 
denominador da geratriz será composto por uma seguência de algarismos 9 em igual quantidade à dos 
algarismos do período, seguidos por tantos dígitos O quanto forem os algarismos do anteperíodo. Ex.: 

2438555. 95 043555. eda og ае 28, 
900 900 225 225 

Uma maneira de justificar tal regra é proceder de modo análogo ao das dízimas simples. No 
exemplo dado, seja x = 0,43555... Multiplicando ambos os membros por 100 e por 1000, tem-se 100x = 
43,555... e 1000x = 435,555... Subtraindo: 1000x — 100x = 435,555... — 42,555... <> 900x = 435 — 43 
_ 435-43 

900 ' 


Dx 


De modo inverso, se numa fragáo racional reduzida o denominador possuir, além dos fatores 2 
ou 5, outros primos, demonstra-se, então, que sua representação decimal será feita por meio de uma 
dizima periódica composta. Adicionalmente, a quantidade de algarismos da parte aperiódica é 
exatamente igual ao maior expoente que aparece em 2 ou em 5. Exs.: 

Woo MA NA (2:7 1 (875 1 
- - ; ыт — = А = .291666... = 0,291666... 
E 53 10009 10001 3 ) 


24 23 23 


ge 7 1000 


т 
Ea 

APERIODIC A алық 

30864175 1 30864175 Е 


23.53.117 107 ag 


1234567 1234567 1234567x5 
4840 5512025 


— 7255075 82644624099 173553719008264462809917355371900... = 


255,07582644628099173553719008264462809917355371900... = 
255,0758264462809917355371900 


Todos os resultados precedentes sáo gerais (e as respectivas demonstrações facilmente 
generalizáveis a partir dos exemplos, apenas com notações mais complicadas), podendo ser resumidos 
assim. 


жы, se iD. i > , x з Қ 
Sejar = — um número racional, escrito na forma irredutível: mde (р,9) = 1 
E А 


а) r é um decimal exato se, e somente se, q contém exclusivamente os fatores primos 2 ou 5 
Neste caso, o nümero de casas decimais é igual ao maior dos expoentes que aparecem num 
desses primos. 
r é uma dízima periódica simples (não exata) se, e somente se, q contém exclusivamente 
fatores primos distintos de 2 e de 5. Aqui, o número de algarismos do período é, no máximo 
А ) А 
4-І. 
c) £ é uma dízima periódica composta (ndo exata) se, e somente se, q contém, além dos fatores 
primos 2 ou 5, algum outro fator primo distinto desses. Nesta situação, o número de 


algarismos do anteperíodo é igual ao maior dos expoentes que aparecem em 2 ou em 5, após 
a decomposição. 


b 


= 


5 
" 
2 


Capítulo T. Con untos 
UMA BREVÍSSIMA HISTORIA DOS NUMEROS 


с і mana de 
de nümero muito provavelmente nasceu com a natural necessidade hu " | de puntar s 
IMS ge nume is. fi es sse propósito (contage 
үз d ao seu redor, como animais, frutas ou pessoas. ion к Р d gem ou 
іе TEROP р i е perfei . Além dess ade (de nüm 
ow п о conjunto dos números naturais serve perfeitamente. мыт лы 
н dina os naturais sào também utilizados como números ordinais, о А ЕА pe pe ең 
к а ordem (tal qual uma fila). Obviamente, mesmo ет uma comparação ёге: 
n Pies раға representar a contagem, o que possivelmente já M оиа e Lois E 
bietes de dois conjuntos diferentes, como um conjunto de pedras numa peq 
ыс і edir grandezas (massas, comprimentos, 
Com о decorrer do tempo houve а 2. de a E 1. n ins 
i randeza significa compará-la ‚ da А 
volumes, tempo, etc.). Medir uma р g : ү a 
i i rà i xemplificar, quando se diz que ssa de 
denominada unidade de medida (padrão). Dessa ы тез iu 7 ord EE e ue 
Aq > 4 ч y 
igual a 87 kg, compara-se a massa do indi E | | 

quil ipi) guardado na nons e adotado como unidade padráo de medida de massa pela 
мө, d li ào é ário um exemplo táo formal: 

maior parte do mundo (há outras, como a libra e a onca). Mas nào é necessário um exemp 


р. Шы E : вама", 
basta notar a utilização de partes do corpo como padrão unitário (como os pés, medindo uma “travi 
ou о palmo da mão, medindo os mais diversos comprimentos). 


Entretanto, é de esperar-se que nem todo ser humano (ou qualquer outro material) tenha uma 
massa correspondente a um múltiplo inteiro de 1 kg. E comum encontrar massas “quebradas , Isto é, dy 
tipo 87,654 kg, por exemplo. Esta medida significa que, ao dividir-se a unidade padrão de medida, | kg, 
ет 1000 partes de mesma massa (denominado miligrama, por sinal um dos vários submültiplos до 
quilograma), a massa fracionária corresponde a 87 blocos originais mais 654 unidades de cada uma das 


partes da divisáo. Analogamente, quando se mede um comprimento usando os palmos da máo, © 
freqüente nào caber um nümero inteiro de palmos. 


"fracionários"), para os 


partes iguais, até que alguma dessas partes 
caiba um nümero inteiro de vezes 


na grandeza a ser medida. 

А tempo. quando o resultado da comparacào de um 
escolhida resulta sempre em nümeros 
contagem. Tal fato ocorre quando, 
sempre se tem 1 vaca, 


5.7.3/69 ou a M 


à grandeza com uma unidade previamente 
inteiros (até agora, naturais), diz-se que se está realizando uma 
por exemplo, vai ser medida a quantidade de vacas num rebanho 
2 vacas, ou 56 Уасаз, ou mesmo ( vacas, Nunca Se conta (de um modo geral) 
acas, por exemplo. A grandeza, nesta situação, é denominad 
ade pe 


Já quando essa comparação com a unid 
dois inteiros consecutivos, lida- 


a discreta, 
rmite que ocorram (todos os) valores — reais = entre 


las. Não sc usa mais о termo 


odem ser citadas a massa ou à 

amente (instantaneamente), de 79 kg 
79,1 kg, 79,567 kg, 79,666... КЁ 

licitamente, na balança) 

do ser hum 


lários, como 
ão se possa vê-los, exp 


nvolvimento numérico 


O século V antes de Cristo 


n 


ano atingiu esse ponto desde а prè- 


Esses resultados já predominavam na 


К gregos. Estes tinham a noção de número 
Е пас а E 
é 7 Da yes a, 5 1 
еа Mise 2” Para eles 95 numeros serviam quase que exclusivament 
reta. Desse modo, n Ы € modo que eram Principalmente interpretados como segmentos de 
umeros reais para eles consistiam em qualque 
desenhado, construído ou concebido in 


E » ser 
r segmento de reta que pudesse 


Capítulo 1 Conjuntos 


u 
u u u u Fixando “u” como segmento unitário 
a E E (unidade de medida), tem-se como era 

A B entendido o número inteiro 4: AB. 

É de esperar-se que AB não seja sempre inteiro. O 

М que fazer, então? Fácil! Basta subdividir a unidade 

“ш” em subunidades (ou melhor, submúltiplos) “W”, 

Ч Е uU WWWW фе modo que “w” caiba exatamente um número 


inteiro de vezes em “u”. Ao lado, tem-se, assim, u = 
Sw €» w = u/5, e, conseqüentemente, AB = 3u + 4w = 
19/5 unidades. 


А 


Em geral, quando se pode dividir a unidade “u” em q segmentos congruentes "w^ (de medida 


1/q). e quando p destes segmentos “w” justapostos cabem exatamente sobre AB, diz-se que AB = p/q. 
com p e q inteiros. 

Perceba-se, entáo, que até alguns séculos antes de Cristo, tudo que se sabia sobre números dizia 
respeito aos conjuntos М, Z. e Q 4, sendo que este último, na verdade, era imaginado como uma espécie 
de Z + "composto" (quociente de dois inteiros). O que havia para os gregos no último exemplo. em que 
AB = 19/5, nào era bem o resultado da divisão de 19 por 5, mas sim 19 segmentos "novos unitários”. 
adjacentemente dispostos em АВ. Isso é evidenciado, com grande destaque, em uma seita de cunho 
místico, os pitagóricos, que pregavam, em essência, exatamente esta idéia: a de que tudo (no universo) ё 
número (ou pode ser explicado por eles). Ressalte-se que o conceito de número, na época (séculos Vl e 
V a.C., aproximadamente), restringia-se ao de números inteiros positivos. Quando uma grandeza pode 
ser medida por esse processo (isto é, através de um número racional), ela é dita comensurável (com a 
unidade escolhida). 

Por ironia do destino, foram os próprios pitagóricos que descobriram, concomitantemente com o 
teorema pelo qual eles ficaram famosos (ou , pelo menos, seu lider: o Teorema de Pitágoras), que nem 
tudo pode ser explicado por razóes entre inteiros. Até entáo, era aceita a idéia que sempre era possivel 
subdividir a unidade, de forma a obter um submultiplo conveniente. Se nào fosse conveniente subdividir 
a unidade em 2 partes iguais, efetuava-se a divisão em 3, 4, 5, ... partes iguais até caber um número 
inteiro de vezes no segmento a ser medido. Esta consideração era oriunda da harmonia existente entre 
cordas musicais cujas medidas estivessem entre si na mesma razáo de dois intciros. Na prática, esse 
processo sempre chegava a um fim num certo número inteiro positivo а, o qual criava a subunidade 1/4, 
uma vez que о olho humano (e mesmo o aparelho de medida mais sofisticado da atualidade) possui о 
que se chama de precisdo limitada. о que significa. por exemplo, que dividir a unidade em 20 partes 
aparenta o mesmo resultado para a divisào em 19 partes. A partir de resultados puramente teóricos, 
todavia, descobriu-se que, adotando o lado de um quadrado como unidade de medida jamais a diagonal 
do mesmo podcria ser medida por um número racional. Muito estranho, para a época, uma vez que cra 
óbvio que a referida diagonal existe (6 real). A saída foi abandonar (PARA FINS TEÓRICOS) a idéia de 
que o processo de subdivisáo da unidade fosse impecável, e aceitar a existéncia de grandezas 
incomensuráveis, ou seja, para as quais a medida nào é sempre um número racional. Surgem, assim, os 
nümeros irracionais. 

O matemático grego Eudóxio (aproximadamente século V a.C.) foi quem criou. posteriormente e 
pela primeira vez, definicóes e propriedades convenientes (para a época e por muitos séculos depois). as 
quais ensinavam a lidar com esses “monstros numéricos”, os irracionais. Deve-se a ele as idéias básicas 

vistas anteriormente de compreender perfeitamente um nümero irracional qualquer por meio de suas 
aproximacóes por falta e por excesso. Outro resultado fundamental, a ser visto quando do estudo de 
funções afins, é um poderoso método de demonstração, conhecido por método da exaustão, que serve 


M 
A 


Capítulo 1 Conjuntos 


— ZN 


dos números racionais рага OS números reais, sob 


basicamente para estender uma propriedade Certas 
M enfia é que a existência de números negativos só foi aceita muito tempo depo 
principalmente soh influência de mercadores orientais (arabes, Du a que [А taba havam 
comercial e algebricamente com noções de saldo credor (positivo) € saldo сеш (т palivo) Somen, 
após o Renascimento, em meados do século XV, os números negativos oram sen o psi Mundo 
afora. O número zero também demorou a scr aceito с utilizado. mas essa verdadeira conquista é uma 
outra história... | 

Finalmente. no final do século XIX, a humanidade alcançou o ponto de dominar os conceitos dos 
conjuntos numéricos, quando grandes matemáticos como Dedekind, Peano. Cantor с Weierstrass 
desenvolveram teorias rigorosas que explicavam os números reais e, assim, os números irracionais () 
interessante é que muitas das idéias partiram (ou estavam bem próximas) dos resultados obtidos por 
Eudóxio, 24 séculos antes. Obviamente, de modo bem mais operacional e completo. | 

A propósito, as letras representativas dos principais conjuntos numéricos acima (N, Z e Q) 
significam, respectivamente, número, zahl (número, em alemáo) е quociente. 


e 


1.10.4. CONJUNTO DOS NÚMEROS REAIS 


Possuem como principal propriedade geométrica o fato de poderem ser postos em 
correspondéncia um a um (correspondéncia biunívoca) com os pontos de um eixo orientado É. 
basicamente, como se precisa entender os números reais, neste curso. Assim sendo, servem tambem para 
medir qualquer tipo de grandeza (comensurável ou não; positiva, negativa ou nula). 

Uma reta é um eixo orientado quando nela se tomam: um ponto para servir de origem (zero), 
outro para definir uma unidade (positiva) e um sentido de percurso (da origem à unidade). É comum 
também chamar uma tal reta de reta real. 

Nestas condições, a cada ponto da reta corresponde um único número real, que, em valor 
absoluto. é igual à distância entre a origem e o ponto. Reciprocamente, cada número real pode ser 
representado por um único ponto do eixo, que estará na mesma semi-reta de origem no zero e passando 
pela unidade, caso 0 número seja positivo, na outra semi-reta (oposta), se o real for negativo, ou sobre 
2 52122 2. о chamase de MÓDULO de um número real ao seu valor 

, que, nte, representa а distância do ponto que representa esse numer 


num eixo orientado até a origem. Exs.: |431 = 4.8; | V1 | = ys. lo | -0 
D n as È " 2 4 7. 

ndo deer geral, o módulo de um número real qualquer ou é igual ao próprio número, quanto 
positivo ou zero, ou é igual ao simétrico do número, quando ele for negativo. Isto é PO 


definição: 


|х [= 58х20 


* | | Хх, Sex sS 0” 
E útil, também, saber qui 1 — | 
> ` a e [X У! represent: "oOmetriez À 

reais x e y. y presenta, geometricamente, a distância entre os nui 


Esquematicamente, pode-se ter a seguinte visualização da reta real 


Importante lembrar que o número O não é consi 
е Como se sabe, ao contrário do que já se pen 
podem ser representa i i 
ds | рг ados como quociente entre dois números inteiros. ou se números Г 
ras palavras, existem grandezas que nào admitem submi ren ale 
que estes sejam, como a diagonal de um quadrad submuluplo comum com a unidade, pt 
2222... 9 € 0 scu lado. Situações como essa ilustram о conse 


derado nem positivo nem negativo 
Sou noutros tempos, nem todos os número» res 


Capítulo t. Conjimtos 

A idéia é lembrar que todo nümero real admite uma representagáo especial e útil. denominada 
decimal. A representação decimal nada mais é do que um quociente equivalente a uma fração cujo 
denominador seja uma poténcia de 10. Ora, isso nem sempre é possivel de modo “perfeito” 
ser considerado natural. Náo é obrigatório que um número inteiro seja uma poténcia de 10. Como já foi 
visto anteriormente, existem os chamados decimais exatos. aqueles nos quais se inspirou tal 
representação. Ao lado deles, há também as dizimas periódicas nào exatas (simples ou compostas), cujas 
representacóes sáo infinitas, mas com um certo padráo. 

Desde a época de Pitágoras é sabido que nem todo número é racional. O primeiro caso de 
número náo racional (irracional) de que se tem notícia é aquele cujo quadrado é 2. O raciocinio 
empregado na época é aproximadamente o seguinte, 

Seja, por exemplo, um quadrado de lado unitário. Chamando de "d" a medida de sua diagonal, 
tem-se pelo teorema de Pitágoras que: 


. O que deve 


ыт күй Дд? е А : ; A MIA | 
d = 17 + I* e d? = 2 (1). Supondo que d fosse um número racional, existiriam então dois inteiros 


(positivos) tais que d = m 
q 
259 
ocorrer d? = Р| -= P. е р? = d? q? - De (1), ocorreria assim que p - 2%. 
q q^ 
Sabe-se (Teorema Fundamental da Aritmética) que todo nümero inteiro positivo maior que 1 
pode ser decomposto (fatorado) de maneira ünica em scus fatores primos, a menos da ordem dos fatores, 
que em geral nào é relevante. Assim, por exemplo. o único modo de decompor 360 em seus fatores 
primos é 360 = 27,325. Desta forma. os expoentes dos fatores primos de um número inteiro maior que | 
qualquer são bem determinados. Além disso, trivialmente a quantidade de fatores primos na 
decomposição de um quadrado perfeito é, sempre, par. Por exemplo. 2250000 (= 13007) = (3.3 3) 
21.32.5, que possui quatro fatores primos iguais a 2, dois fatores primos iguais a 3 e seis fatores primos 
iguais а 5. A propósito, lembrando que 0 é par (por ser divisível por 2), poder-se-ia também dizer que 
há zero fatores 7, zero fatores 13, etc. | 
Note-se que tanto p quanto q podem ser considerados maiores que 1 (por qué?). Por conseguinte, 
pelo exposto, о inteiro р” deve possuir uma quantidade par de fatores iguais a 2, tal qual ocorre com o 
inteiro q”. Mas então o inteiro 2.47 deveria possuir uma quantidade impar de fatores iguais a 2, о que é 


. Dai, elevando ambos os membros da última cquação ao quadrado, deveria 


um absurdo. Portanto, não é possível escrever 42. como quociente de dois inteiros, ou seja, v2 é 
irracional. | | 

O filósofo grego Aristóteles. sabendo nào ser possível refutar o argumento acima, ficou pasmo e 
disse: "se fosse possível escrever У como razào de dois inteiros, haveria um inteiro que seria, ао 
mesmo tempo, par e impar”. O número impossível ao qual Aristóteles se refere ép. 

Assim, a linguagem dos números reais não fica totalmente esclarecida apenas com o conceito de 

- múmeros racionais. Necessita-se de um novo conjunto numérico: о conjunto dos números irracionais, 

que preenchem as lacunas deixadas pelos números racionais na reta real, completando-a. E, conforme já 
foi dito, demonstra-se (por exclusão) que os números irracionais são constituídos por todos os números 
cujas representações decimais são infinitas e não Periódicas. De fato, a representação de um número 
irracional não pode ser finita, senão ele seria um decimal exato. Assim, deve sei infinita a 
representação decimal de qualquer irracional. Em seguida, tal representação não pode ser periódica, 
uma vez que seria então uma dízima (simples ou composta) e, por conseguinte, racional 

Entretanto, nem sempre um número irracional é apresentado em Matemática na sua forma 
decimal. Não existe, infelizmente, uma regra geral (cabivel neste curso) que garanta a irracionalidade ou 
não de um número. Usualmente, utiliza-se a redução ao absurdo para provar que um dado número € 
irracional: supõe-se que ele seja racional e, de alguma forma, obtém-se uma contradição, como nos vasos 
clássicos da irracionalidade de radicais, em que se enquadra a famosa (e antiga) demonstração 


precedente de que 4/2. não é racional. O problema é que. em muitos casos. a parte do “de alguma forma, 
obtém-se uma contradição” envolve, em geral raciocinios de Análise Matemática (uma espécie de “super 
Cálculo”). 


Capítulo 1. Con untog 
-ncinais nú os irracionais elementares, tais quais» 
im dl r nhecer os principais numer | | = 
Mesmo assim, € Pu pe apresentado quando do estudo de logaritmós), с O número q, 
o número de Euler, e s como seus valores aproximados, de acordo com a conveniéncia, Apenas 
ouro, Ф (ou razão áurea), 
канап л-3 141592653589793238462643383279... 
e= 2718281828459045235360287471352... 

2 = 1,414213562373095048801688724209... 

„В = 1,7320508075688772935274463415058... 

Ф = 1.61803398874989484820458683436564... 

Obviamente, não é necessário decorar tantas casas decimais (em geral, bastam duas). 


E útil, ainda, saber fazer uso de dois teoremas fundamentais que “produzem”, ou ainda, 
identificam “alguns” números irracionais. 


TEOREMA I: Sen e Ne Yn e №, então Yn e О. 


Logo. por exemplo, como a raiz quarta de 65 nào é exata (4/65 # М), pode-se garantir. pelo 
teorema 1. que tal raiz é irracional. 
DEMONSTRACAO: 
Suponha-se que Yn «2, para algum par de inteiros P € q. Adicionalmente, suponha-se que fo 
q 


1 se mde (р.а) = Iisto é sempre possível) 
ção de raiz sima, deveria ocorrer р" = n.q”. Mas aí, q” e n deveriam ser fatores de 

p (observando o fechamento, р eq” ainda são intei ірб 

= 1. Ocorreria, entáo 


f (р.4) = 1, segue mde (p^ ^ 

бег um divisor de р", mas não ter fator comum com este, 
7 t 1. Mas então, о racional p/q seria inteiro, o que contraria 2 
» COMO se queria demonstrar. А 


ivo. desde que "n seja real (isto é, ni 


N F l jur t 55 
| elo cor о 2. Dess 
‚ por exemplo, e racional, 


se também 
disso, a demonstração abso 


à forma, pode-se 
Observe- que 0 teorema | exit, 


€ uma infini 
тү 


ros irracionais distintos. Além 
ea de que Ya é irracional, 


Dessa forma, о Número 7 — 
nal e, pelo teore 


irracio 


acion 


al deve ser irracional. N 


Suponha-se que r= P 


ч? Para inteiros n a 1 
q eros pe q. Se. 


Quais p 4 


POr absurd i 
а (por е f eOSurdo. EXIstissem inteiros m e n pr 
Xemplo) fase 
| ) fosse racional [ut 
as Po mq- np ' l seja saso req = | 
n n; 7.40 QUE é Q s Qo всу! 
i em Ме é uma Contradição já | 
“ч NE Ж | vda que Inoy ament pe 8 
SXeteieios. > MAS q é irracional As о ix 77 Y 
* “АЗ Outras ap | 
F 


Claródes cx. 


= Capítulo 1. Conjuntos 


Vinalmente, deve-se concluir que todo número real ou é racional ou é irracional, nào podendo ser 
ов dois, nem havendo uma terceira opgáo. Daí, é fácil ver que o conjunto dos números irracionais pode 
ser representado por ОС, uma vez que é o complementar de Q em relação ao universo R. Logo, R= QU 
Q'. que pode servir, de modo elementar, como definição para o conjunto dos números reais. 
Esquematicamente, é bom ter as relações entre os principais conjuntos numéricos de cabeça, lembrando 
de figuras como a que segue. 


Q QS 


R 


Obs.: Além do conjunto R, há ainda outro conjunto numérico muito importante: o conjunto dos 
números complexos. representado por C. Valem as inclusões: N C Z c Qc R c C. Esse conjunto será 
estudado posteriormente, em separado. 


1.10.4.1. RELACAO DE ORDEM EM R 


Seja X um conjunto em que se definiram duas operações fundamentais (como a adição e a 
multiplicação numéricas usuais) com todas as propriedades básicas apresentadas anteriormente 
(comutatividade, associatividade, existéncia de elemento neutro, existéncia de elemento inverso, bem 
como о fechamento, trivialmente, e a distributividade de uma operação em relação à outra). O conjunto 
X é dito ordenado quando for possível destacar um subconjunto Xp de X, tal que valem as seguintes 
propriedades: 

I. Dado qualquer x е X, exatamente uma das trés possibilidades deve ocorrer: ou x е X» ou (- 

X) € Xp ou x = 0 (elemento neutro da adição em X). 

П. Xp é fechado para suas duas operações fundamentais, ou seja: а “soma” e o “produto” 
(comparando com as operações elementares usuais) de dois elementos de Хр sáo, ainda, 
membros de Xy. Em símbolos: 

XyeXpxty,xy € Xp. 


O conjunto X» é denominado conjunto dos elementos positivos de X. Indicando por — Xp ou Xx 
o conjunto (— х:х € Xp), chamado conjunto dos elementos negativos de X, tem-se, devido a I, que X = 
X UC Хь) {0}. 

Para о presente curso, interessa apenas ordenar subconjuntos de números reais, mas a definição 
acima pode ser aplicada a outros tipos de conjuntos (ver exemplo b a seguir). Além disso, é também 
possivel ordenar conjuntos de mancira "nào total”, ignorando ou restringindo algumas das propriedades 
operacionais. Por exemplo, o conjunto N dos números naturais não tem elemento inverso (nem aditivo, 
nem multiplicativo), mas é usual ordená-lo mesmo assim. Analogamente para o conjunto Z dos números 
inteiros. Naturalmente, nem todas as propriedades seguintes serão válidas, nesses casos. Fxs.: 

a) O conjunto О dos números racionais é ordenado, sendo Qp = Q o conjunto formado pelos 

racionais p/q tais que p.q € N' (significando assim que p e q possuem o mesmo sinal). 


que a diferenca x — Y é positiva 
nümero positiv 
que x”), 


Observar que x = x — 0. 


nümero positivo 6 maior qu 
Positivo, ou seja, a > b. 


njunto ordenad NUN 
Propriedades. 9 qualquer 
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; p(t) 
TE jetos do tipo r(t) = — ^. em que pe 
funções racionais, 1510 €, dos objetos E q(t) 5 
aX junto das fun UN PES 
b) Seja X o conjun coeficientes racionais, е q não é identicamente nulo, 
el (t) com 


"m ST AS Operações 
- 'ariáv maneira semelhante às operações 
são polinômios numa varið E 


» multiplicação қ PSP 
finindo as operações de adição € o - E conjunto que possui todas as Po dt 
n é fácil verificar q i о: chame-se uma fração r(t) = 
paire Panne ees i então, ordenar X do seguinte modo: 
: is de Q. Pode-se, $ 
operacionais 


j mais alto) do polinômio 
ficiente dominante (ou seja, de grau ) 
PO de positiva quando o соеп 
q(t) 


5 Б К К atisfeitas De fato 
pq p 1, a8 duas co сое5 de o de 1асао acima (1 е IT) são 5 
) or positivo Assim, su d 


5 4r - Prd2 * р. р 
— = б iti tão, rj + ry = LAA 
| QE. n= P2 sejam frações positivas. En 
. supon na-se que тр q 


91:92 
di ч d inador é (pi.q2 + р241)414:< 
К - ominador e (pi.q2 

o é : o numerador pelo den їп E CUM A 
e А Aa жаны ndis dominante positivo, n Í is 22. 
(pi.qU. (qu) + (pago) (qu e ão imediatas. De acordo $ 
RE A i partes das condigóes 1 e II sáo imediatas 
verific 


3 2 
. 2080-4041 OSEE PP 
гасб i 2 
ordenação, tem-se, por exemplo, que as frações racionais 2-314 50 —2t* +51 
45-2 


% 4 Fur 
positivas, ao passo que a e negativa. 


PROPRIEDADES BÁSICAS DA ORDENACAO 


Em qualquer conjunto ordenado X (independentemente da ordenagáo escolhida), deni 

a) Sex e X', então x é sempre positivo. De fato, sendo x % 0, ou x є Xp (x é positivo): a 
€ Xp (x é negativo). Caso x е Xp, pela parte ТІ da definição (fechamento), tem-se x^ =x. 
Xp. E se -x е Xp, 


2. o — Xp. 
pela regra dos sinais e novamente por П, tem-se x = (-x)(-x) e Xi 
Obviamente, quando x = 0 


" us 2 MEE HEN z(. 
(e somente nessa situação), tem-se x^ = 0. Isto é; x? 20 х= 0 
b) 1 (ош, mais genericamente, 


DER К 2 itivo. Em 
о elemento neutro da multiplicacáo em X) é sempre positivo. E 
verdade, 1 = 1.1 = 1°, Daí, é só aplicar a propriedade anterior, 


— 1 é sempre negativo. Isso 6 conseqüéncia da parte I da definição. bem como da regra dos 
sinais. De fato: 1 е Xp es — ] e - Xp. Note-se que, dessa forma, em nenhum conjunto 
ordenado com as propriedades operacionais da definição dada — 1 pode ser o quadrado 
de algum elemento. 

d) Existem infinitos element 


Com efeito, como 1 € X, pelo fechamento d 
+ ^. (е assim sucessi 


c) 


a definição dad 
x +1+ 
ção, deve-se ter 1 + 1, (1+1) +1, (1 

) todos em Xp e, conseqiientemente, em X. 
Quando X é um conjunto ordenado, Utiliza-se a nota 


(X= y € Xp). É evide 


cox »y("xà 
972€ X, tal que x =y 


3 ^i оиса! 

maior que y”) para signi!" 
hte que isso é o mesmo que afirmar que existe m 
T ie 5 "v é men 
$ condições, diz-se também que y < x (^y é men 
Inicialmente, é óbvi 


+ 7. Nas mesma 


m^ nte se, x > 0. Com efeito. ni 
"in : Xp (xé Negativo) se, e somente se, x < 0. Também. 0%, 
е qualque ero negativo, pois: a в Xre-be Xr >a-b=a+t Pl" 
MAIS PROPRIEDADES IMPORTANTES 


Sendo X um co 


e 


a олие 
a b, c, d elementos da v e еей! 
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I. a>beb>c>a>c(TRANSITIVIDADE). 
IL Ou a>boub>aoua=b(TRICOTOMIA). N 
ІШ. a>boa+e>b+e(MONOTONICIDADE DA ADIÇÃO). 


IV. а> [20> se С> 0 o STONICIDADE DA MULTIPLICAÇÃO). 
a.c<b.c, se c<0 


we de 
\с>а 
[а>Ь 
VI с> —» ac » bd. 
[a,b,c > 0 
1 1 
МІ. а>0<->0еа<0<--5<0. 
а а 
(1/1 
-<-, бе a>b>0, ои se 0>a>b 
МШ. a»be? i 
—>—, sea>0>b 
a b 
DEMONSTRAÇÕES: 


Sabendo que a > b e que b > c., tem-se que ambos os números a — b e ~ с são 
positivos. Portanto sua soma (a — b) + (b — c) -а- c também será positiva, a partir do 
que se tem a > c. 


Dados os números a e b de um conjunto ordenado X, a — b também está em X. Portanto. 
pela parte 1 da definição inicial, ou a - b > 0 ou — (a — b) = b — a > 0 ou a — b = 0, ou 
seja, oua >b oub >aoua=b. 


Basta notar que a — b = (a + с) - (b + c), qualquer que seja o elemento c e X. Portanto, а 
»bea-b»0«»(atc)-(b*c)»0c€a*c»b-*c. 

Obs.: olhando para a volta, pode-se denominar a monotonicidade da adigáo de lei do 
corte. ` » d 


IV. É só perceber que a.c — b.c = (a — b).c. Desse modo, pela regra dos sinais, caso a > b 
(ou seja, a —b > 0), tem-se a.c — b.c > 0 se, e somente se, c > 0, bem como ac — b.c < 0 


3 a.c > b.c, se c>0 Р 
se, e somente se, c < 0. Daí, а> b > ‚ A recíproca é análoga. 
é ac<be, se c<0 


Obs.: como conseqüéncia direta desta propriedade, pode-se afirmar que a > b e» — а < 
— b, bastando multiplicar ambos os membros da desigualdade conveniente por — 1. 


Supondo que a - b > 0 e que c — d > 0, tem-se que (a - b) + (c — d) = (a + c) + (b + d) > 
0. Portanto, a + c > b + d. Desse modo, tal qual como ocorre para equações, é pussivel 
somar, membro a membro, duas inequações de mesmo sentido. 

Obs.: Perceba-se que, sob mesma hipótese (a > b e c > d) apenas, nào se pode ordenar 
as diferenças a — c e b — d. Com efeito, (a — c) - (b - d) = (a - b) - (c — d). Apesar dea— 
b e с— d serem ambos positivos, nada se pode falar acerca da diferença entre eles. 
Deve-se, então, ter muito cuidado para nào cometer erros comuns do tipo: x 2 4ey > 1 
>x-y>4-1=3, embora esteja correto afirmar quex=4ey=1>x-y=4-1= 


Capítulo t_ Con, untog 
n estender resultados válidos em eguações Par 


ча 


s experientes tentar 
pre é possivel. 


4. Pessoas meno 
inequações. o que nem sem 
d. Em conformidade com à propriedade IV, supondo h> 


а>б->ас> b.c 
» 0, pode-se garantir ше depa db 
por números positivos. Devido à comutatividade с; 
n, que a.c > b.c € b.c > b.d => а.с > bd. Assim, caso 
itivos (pois b 7 0 acarreta a > 0) dentre os quatro 
membro a membro, inequacóes de 
rações. 


VI. Suponha-se que а> bequec> 


em que mulüplicaramese x 
Dec li 


desigualdades, membro a membro, 
propriedade 1, pode-se afirmar, assi! 
se disponha de pelo menos três postos V 
números ordenados. é permitido multiplicar, 


mesmo sentido. de modo análogo ao que se pode fazer com eqv 


VII. Suponha-se que a 7 Q. Entào, caso — fosse negativo. EV seria positivo. Mas, dai, 


d 


1 Е К 
multiplicando ambos os membros de a > 0 por -—, 0 sentido da desigualdade seria 
a 


: 1 1 à : 
mantido (por IV), do que a. (- 1) > o[- 1), ou seja, - 1 > 0, о que é um absurdo 
a a 
> 1 | 
Assim, а > 0 => + > 0. As demonstrações da recíproca e da outra parte sáo análogas. 
a-b 


VII. Suponha-se que a > > 0. Então, a diferença de é positiva, visto que a - b, 
b a ab 
1 


а 


— н 1 
a.b e (pela propriedade anterior) iE são todos positivos. Portanto: a > b > 0 = 1, 
а. b 


1 
Supondo-se — > — wi Мерт 
poi a bem como a e b positivos, multiplicando ambos os membros da 


; ; ld 
desigualdade por a.b, obtém-se facilmente a > b. Desse modo: b ES а> 
la >0 b>U 
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3 "y? ею аъ «Оса» осор, caso ac) 
análogas e ficam como bons exercícios. 


tenham sinais contrários, 540 inteiramente 


| Dados os elementos x e у de um coniunto or 
ou igual a y" ou ainda "x nào € inferior 5 y rua 
quando se tem x > y ou x = у, Obviament Ы € 
de хь V 10; 7 X. são denominados he 
também é possível escrever, equiv Mis 
superior a x"), n 


ado X, utiliza-se a notação x > y (7х é maior ER 
) para negar que x Г ; 

x2 Ln * negar que x < у. Noutros termos, escreve-se * 
se Significa portanto que x — y e Xp o {0}. Os сіне 
52% ica port ye Xp Uu {0} cle 

a ativos, caracterizados pela relação a > NN us 
| alentemente, y < x Pope 
; significando que y — x е Xu 
ciementos nào positivos de X caracterizad 1 2 
P» Nd: E » ado pe 
fen: om excecáo da TRICOTOMIA di ; 
де Ordem X > y estendem-se natu 4. 
RUELEXIVIDADI 
ev2x«x 


("y e me i P 
E и que ou igual a x" ou anda "Y P | 
iUt = X. conjunto este : | | 
Ne este chamado de con 
a propriedade a < 0 us 
as de | 
ralmente pare 
i rax y 
- Segundo a qual x > x para tod 

. “ do 


malis proprie 

Propriedades, demonstradas acima, @2 1 
A Uicotomia d 
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on 


1.10.4.2. INTERVALOS REAIS 


Destacam-se alguns subconjuntos importantes em R (ou, mais geralmente, em qualquer conjunto 
ordenado X. no lugar de R). utilizando a relação de ordem. Supondo a < b. têm-se os seguintes 
subconjuntos fundamentais: li 

[a Ы = (x e R:a<x sb) (INTERVALO FECHADO, de extremos à с b). 

(а, b] = lab] = (x € R: a < x < b} (INTERVALO FECHADO À DIREITA E ABERTO À 
ESQUERDA, de extremos a e b). 

la, b) = [ab[ = {х € R: a <x <b} (INTERVALO FECHADO À ESQUERDA E ABERTO À 
DIREITA, de extremos a e b). 

(a, b)  Jab| = {хе К:а<х «bi (INTERVALO ABERTO, de extremos a e b). 

[a, + о) = [a. + [= {х € R:x2a). 

(a, + о) = Ja. + [= (x e К:х> а}. 

Eo, 0] = |] 2. 6] = {хє R:x<b). 

(~ хо, Б) = ]- о. 6 = ix € К: х <b}. 

(— оо, + о) = К. 

O primeiro destes oito intervalos também recebe o nome de segmento de reta de extremidade 
em a e em b, obviamente chamando a atenção para а representação geométrica oriunda da 
correspondência biunívoca entre 05 números reais e os pontos de um eixo orientado. Os quatro primeiros 
intervalos são genericamente denominados intervalos limitados. Os cinco últimos intervalos são 
chamados ilimitados. Também se utiliza um apelo geométrico muito forte para eles, quando se 


+ 00) semi-reta direita fechada (ou seja. com a origem — à — incluída) ou ainda quando (— 


denomina (а, 
excluiu sua origem). Todas essas 


оо, b) é chamado semi-reta esquerda aberta (já que se 
correspondências entre Álgebra e Geometria são muito úteis, e devem ser bem usadas sempre que 
necessário em nível elementar. Finalmente, o intervalo total (— ©, + ж) é a própria reta real, 

Nunca se deve esquecer que. já que Os intervalos são conjuntos. é possível (e muito comum) 
operar com eles. Todas as operações de conjuntos definidas anteriormente podem ser aplicadas a 


intervalos numéricos. Assim. mais uma vez, a repres fundamental, 
concomitantemente com O domínio das definições daquelas operações. 

É possível também considerar o caso em que a = b. diferentemente da definição geral, que exige 
а < b. Nessa situação, (а. b] = [a а] = {a} é denominado intervalo degenerado. Todos os demais 
intervalos limitados reduzir-se-iam, neste caso, ao conjunto vazio, como é imediato veriticar. Também e 
imediato que, no caso cm que a > b, todos os intervalos limitados acima seriam vazios. EXS.: 

a) [-3,-3] = (535. 

b) (4.4) = iX eR: 4 «x5 

maior que 4 e nào superior a 4). 

с) (1. = {хек 1<х<1 = 9. 

а) (7.3 ={xeR:7<x<35{xeR:x>7ex<3} яф, 

Obs.: É trivial (apesar de muito importante) nolar que, por exemplo, (-3, 7] nào é o conjunto 
1-2. -1,0. 1,2, 3. 4. 5, 6, 71. De fato, este último conjunto é finito, o que contrasta com a proposição 


entação geométrica dos intervalos é 


4) = ф (é impossível que um número real seja, simultancamente, 


seguinte. 
Todo intervalo náo degenerado é infinito. Com efeito, basta notar que, se a « b, então a < 


a+b 


не ' % er} "V; A eeenerz 5 е 
— < b (prove isto!). Portanto, em qualquer intervalo náo degenerado, sempre é possivel encontrar 


uma infinidade de elementos. notando, sucessivamente, que: 


33 
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a+b b ЕЛІ gb 

ж а+ гага 
+b < b, o que significa qu | 
а< a+b a< 2 < А E bem como < b,oq g que, dados doi 

2 5 т 5 
2 2 m Sa 
а----- ERAT 
dois números. a = ——— — "UNA 

ыы is dois nümeros. ai елени 
extremos, а e b, distintos, podem ser encontrados mais 2 a 


ambos diferentes entre si, bem como de a e de b. Finalmente, é só estender tal processo indefinidamente, 
a+ 
9 


Deve ser ressaltado também que os símbolos — o» e + 5 NAO REPRESENTAM NUMERO 
ALGUM. Quando se utiliza a notação (6. + ос). por exemplo. simplesmente so ДЫР Itera sado no 
conjunto dos números reais maiores que 6, tais como: 6, 000001; 6,9; 7; п; 24°; 69° 241) ‚ес. А 
simbologia + хо indica, apenas, que tal conjunto não possui um maior elemento. Мао existe o maior 
número real superior a 6: sempre é possível encontrar um real maior ainda. Ou seja: se X > 6, existe y > 
x (e, obviamente, y > x). Basta escolher y = x + 1. Considerações análogas devem ser feitas para a 
simbologia — co. 


encontrando: a <... <а < E < bi <... < b (infinitos elementos entre ас b). 


1.10.5. DENSIDADE DE ОЕ DE Q EMR 
Diz-se que um subconjunto X de R é denso em R quando todo intervalo real aberto (a, b) contém 


pelo menos um elemento de X. Noutros termos, dados os reais quaisquer a < b, X е denso em r quando 
for possível encontrar x е X, tal que a < x < b. Ex.: 


Ет ES s > 4 е " T 

O conjunto Ср =Z é denso em К. De fato. sejam a < b números reais. Entre a e b há no máximo 
um número finito de inteiros. Já que (a, b) 6 infinito, deve entáo haver infinitos números nào inteiros. x. 
tais que a < x < b. Ou seja, dados a < b reais quaisquer, existe algum x e Z х є 2 , tal que a < x <b. 


4 xa , oda : 
Pn Como ё finita a quantidade de inteiros entre dois reais 
b=n+1 distintos, mas é infinita a quantidade de reais entre 

+ inm 8 
c 1 5 3 4 eles, intuitivamente (e de fato!) deve haver (e há) uma 


infinidade de números nào inteiros entre cles. 


É possível provar ri j m 
rigorosamente que o conjunto d ú i i i m 
ў e 1 c os núm 2 ais, é 9.0 
conjunto dos nümeros irracionais, jede аА Асап 


números reais distintos, sempre é inen o densos em R. Ou seja, dados arbitrariamente dois 

s Я sível en É úmer: i f i ion? 
entre eles. contrar um número racional e um número irracional 
А demonstracáo formal deste teo 
contida nela sim. Suponha- 
xi Mni ы M M. » quanto menor a diferenga positiva b — a (quanto 
irracional entre eles. *тапсо ВЕЕ ser епсопц 

Mas a saída é a segui 
nte. Por menor que sej 

е se - ü i sel 

que seja b -a > 0 (e, consequentemente, por maior que se? 


, ainda positiv is ú 
= р о), sempre existe um nümero natu 


ral q. de forma que q > > 0. Assim. dados 


ж . "e a 
Os reais arbitrários, a < - 5 
а < b, pode-se escolher um natural 4, para о qual 0< — «b Ora. b presenta 
: = -а. Ora, b ~ агергезе 
9 comprimento do segmento de extremos É 
| g de extremos em a e em b. E. portanto, sempre possível criar um segment? 
menor ainda, submúliiplo inteiro da unidade. Б E 


ual sej ? medi E ў infinitos 
qual seja, o de medida —. Dessa forma, dentre os infinito" 
сі nt E 7 р p 
racionais da forma %. com P também inteiro, al 


gu “ai "m А > fato. 
Sum vài ter que "cair" dentro de (a, b). De fate 


Capítulo 1. Conjuntos 


EO. ei Окас à : 
suponha-se que — seja o maior racional não superior ao real a (podendo ser igual a “a”), isto é Poza 
q ss Я < 
4 


: < s (a parte rigorosa é mostrar que sempre existe tal Po, Assim, ро+! > a. Além 
q q 

+1 0+1 

0 < b. Em verdade, caso Po 2 b, ocorreria que Роса < bs Po ub 

q q 
po tl 1 0 
РО Ва (algebricamente, vem do fato de: a >P% е pure 
q 4 4 4 4 


e Pasa 


disso. 


, do que se 


concluiria que b — a 2b>a+ 


+1 Po y a ЕЧ 
ро" > a +0; geometricamente, significaria que o segmento (а, b] estaria contido no segmento 


” 


+1 
Е Ed ), о que é um absurdo, haja vista que 0 < E: < b — a. Tem-se, por conseguinte, que a < 
E q 
po*! «b 
q 
tudo depende da escolha inicial do natural q. Serviriam, também, q +1, q + 2, q + 3, .., que 
simplesmente melhorariam a precisáo obtida. Ou, ainda, “encolheriam” o segmento de medida 1/q. 


Sejam, por exemplo, а = 45 e b = 1,74. Então: b — a = 1,74 — 1,73205... > 


0,001 = 1/1000 = 1/q. Ou seja, escolheu-se q = 1000 (qualquer natural maior 
serviria também!). E fácil perceber que po = 1732 é o maior natural do 


Ж y +1 р E , 
‚ 0 que significa que, pelo menos, o racional Po está em (a, b). Note-se que praticamente 


conjunto X = ір є2:Р < a} , pois 1733/1000 = 1,733 > 43 (ou seja, com 
1,732 1,733 1 
43 1,74 


о próximo inteiro, já não se tem mais uma aproximação p/q por falta de а). 


Desse modo, Ро 2 1732 é a melhor aproximação por falta de 4/3, com 
q 


1 
- 1,733 |а supera 3, 


quatro dígitos (isto é, para q = 1000). Assim, 


+1 
em (a, b). 
q 


Para encontrar um irracional entre a с b, basta utilizar o mesmo raciocínio anterior, só que no 


mas ainda é inferior a 1,74. Há pelo menos o racional Po 


> 0, escolham-se um inteiro q e um irracional qualquer a 


lugar de escolher q de modo a ter q > b 
-a 


a 
para os quais valham as 5 relações q> —>0ob-a ш Analogamente ao que foi feito acima, 
А b-a q 


como o segmento de comprimento X é menor que a medida do segmento [a, b]. irremediavelmente 


algum nümero da forma p& = o, P, com p natural, vai ter que “cair” em (a, b). Sendo а irracional e os 


(ро +1 ul 1) 
números da forma P. racionais não nulos, acabou-se de encontrar pelo menos um irracional, aL. 


q 
cm que po é encontrado como na situação precedente, entre a e b. 
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Exercicios 
os os conjuntos A=(1,2, 


rere PR-2003) Dad 
Tere ETEA (1,895 C- B 
210, 8.9) eA ^ вес = (4), o nümero de 
elementos do conjunto C é: 
aJ6. 07. з. 94 e) 5. 


2) (Cefer'PR-2004) Marque a alternativa que 
possui а expressáo que representa a região 
sombreada do diagrama de Venn, abaixo. 


a) (A vu B) n (A С). 
b) (An B) u (A C). 
QJ(AVBUA. 
d)Au(BuC). 
e) (AU B) (Bu C). 


3) (Ciaba-94) Seja A = 11,{2},41,2}). Considere 
as afirmações: 

(1) 16 4 

(1) 2 4 

(Ш) DEA 

(IV) (1,23 C A 
Estão corretas as afirmações: 
a)l ell Беш 
d) IIT ejl 


c) Me IV 


4) (Ciaba-95) Sejam A=[3.4. B-[-L5[ е 
С =]2,5[. O conjunto C,AU(C- A) € 

а){хє Rl-1€8x «304€ x «5j 
b)xeR/-1«xs3u4xx«&5j 

схе К/-1<х<394<х<5) 
d)xeR/-1«x«3u4«x«5) 
e)xeR/-1sxsu4&sx«s5j 


5 (Ciaba-95) Num grupo de 99 esportistas, 40 
jogam Vélei; 20 jogam Vólei e «“Futevólei”; 22 
jogam “Futevôlei” e Basquete; 11 jogam as 3 
modalidades. O número de pessoas que jogam 
“Futevôlei” é igual ao número de pessoas que 
jogam basquete. O número de pessoas que jogam 
Futevólei" ou Basquete e não jogam vôlei é: 


Capítulo 1 
€) 59 £n 


c) 57 
d) 58 


a) 55 
b) 56 


6) (Ciaba-96) Dados os conjuntos: 

А= (xe R/-2«x&4) 

B=(x€ R/-1€ x«3) 
С-іхе8/-3<х<5) 

D-ixe Rixz0) 

A resultado de (An ce)uunc;) é 


а)[3,4] b)]- 2,-1LU 3.4] 
or2-gUp.st ®]-24Л5+=[ 
e)]-3.-1] 


7) (UFPE-2003) Numa pesquisa de mercado, 
foram entrevistados consumidores sobre suas 
preferéncias em relação aos produtos A e B. Os 
resultados da pesquisa indicaram que: 

- 310 pessoas compram 0 produto A; 

- 220 pessoas compram O produto B: 

- 110 pessoas compram 08 produtos À ё B: 

- 510 pessoas nào compram nenhum dos dois 
produtos. 
Indique o nti 
dividido por 10. 


mero de consumidores entrevistados, 


8) (EEAR-2004) A regido assinalada no diagrama 


corresponde a 


А 

СӨ), 

ay(Buc)na. b) (Bh Ov ^ 
ce) (A2B)^ C. d) C- (An B 


¿0 
9) (EEAR-2004) No diagrama, o hachurado € 


conjunto 


MuN)em relação à U: 
)em relação à 7 
em relação à 7 


a) complementar de ( 
b) complementar de (M-N 
c) complementar de (M A N) 
d)(M-N)u(N- M) 


2 


) АЗ tl > 
10) (EEAR-2002) Dados 08 now" determina” 


3,4}, B= (3,4,5)eC= (1,25 


o conjunto M. tal que: AUM = (1, 2,3, 44, BUM 
233 4, 8 CUM = AGB, podemos concluir que 
-4,%5. 

Me um conjunto T 

с) que possui dois elementos. 

d) que possui três elementos, 


ay vazio. 
b) umtano. 


11) (FEAR-2002) Seja P o conjunto dos 
retângulos, Q o conjunto dos quadrados e L o 
conjunto dos losangos. E correto afirmar que 
aLOP=L-P )LAQ=P 
BLOQ=EL-Q dLAP=Q 


12) (EFAR-2003) Sejam os conjuntos A = {x e N 

x ¿múltiplo de 2),B=(x€ Z/-2<x<9|eC 
= {у є R/x > 5). A soma dos elementos que 
formam o conjunto (А ^ B)-Cé 
a) 9. b) 6. с) 3. d) 1. 
13) (ESPM-2004) Uma pesquisa envolvendo 800 
habitantes de uma cidade revelou que 35% deles 
léem diariamente o jornal А; 60% léem о jornal B 
e que 120 entrevistados nào léem nenhum dos 
dois jornais. O nümero de pessoas entrevistadas 
que léem os dois jornais é: 


a) 60; d) 120; 
b) 80; e) 140. 
c) 100; 


14) (IBMEC-2000) No computador central de 
uma empresa existem dois arquivos principais 
independentes, A e B. Internamente a eles há 
ainda dois arquivos auxiliares, um de agenda e 
outro de controle, que ашат em А с В, 
conjuntamente ou nào. 


Recentemente, um “vírus de computador” 


intectou igualmente os arquivos A e B e após uma 
análise técnica mais apurada verificou-se 0 
Seguinte: 
. 9, . a ad 
Pa do arquivo de agenda foi infectado; 
i do arquivo de controle foi infectado; 
f 2% dos arquivos de agenda ou controle em A 
oram infectados; 
c Е 
n na dos arquivos de agenda ou controle em B 
oram infectados; 
© Уй ш. Ñ ; 
f <^ exclusivamente do arquivo de agenda em A 
Ot infectado; 


. 0 н 

1% eXclusivame 
о WMiectado: 
* 197 d 
‚1% exclusivam 
foi infectado. 


nte do arquivo de agenda em B 


ente do arquivo de controle em B 


at 


Capítulo 1 Conjuntos 
Desse modo, a porcentagem dos arquivos de 
agenda e controle que foram infectados em A é 
de: 
DO b)! c)2 d)3 o4 
13) (IBMEC-2001) Dentre os investimentos de 
"alto risco” podemos destacar os de “mercado de 
derivativos”. No levantamento estatístico do perfil 
de investidores de “alto risco" foram obtidos os 
seguintes resultados: 
* 60% desses investidores sào homens: 
* 55% desses investidores são mulheres ou 
investiram em “mercado de derivativos”, 


Logo. podemos afirmar que a porcentagem de 


homens que investiram em “mercado de 
‚ derivativos” é de: 
a)l5% Ы) 10% с) 45% 4)30% е) 60% 


16) (IBMEC-2002) Numa certa empresa, em cada 
100 funcionários, 85 possuem cartào de crédito, 
70 possuem telefone celular, 75 possuem 
automóvel e 80 possuem computador portátil, 
Logo, o número mínimo dos que, 
simultaneamente, possuem cartáo de crédito, 
telefone celular, automóvel e computador portátil 
€, em porcentagem, de: 

а)10 b)20 <)30 440 е)50 

17) (IBMEC-2002) Dentre as 100 pessoas que 
trabalham em uma certa empresa, 30 consomem 
um produto A, 60 consomem um produto B e 80 
consomem um produto C. Qual é o maior nümero 
possível de pessoas que nào consomem nem o 
produto A e nem o produto B? 

а)50 b)40 c)30 d)20 е)10 


18) (Mackenzie-99) A e B sào dois conjuntos tais 
que А-В tem 30 elementos, A ^ B tem 10 
elementos e А U B tem 48 elementos. Então o 
número de elementos de B- A é: 
а)8 b)IO c)I2 18 e)22 


19) (Mackenzie-99) Т) Se (557) CA CA c (5: 6; 
7; 8), entào os possíveis conjuntos А sáo em 
nümero 4е 4. 

Il) Supondo А e B conjuntos quaisquer, entáo 
sempre temos (AN 2 ) u( Bu Ø) - AUB. 

Ш) A soma de dois números irracionais pode ser 
racional. 

Das afirmações acima: à 

a) 1. Mell são verdadeiras. 

b) apenas I e TI são verdadeiras. 


Til é verdadeira. 
Y anenas HU é verda e 
n pets IM e TIT são verdadeiras. 
e) apenas Ге Ш são verdadeiras. 


20) (PUC/MG-2000) Considere os conjuntos А - 
ix e IR/-2<x «3, В = (x € IR/05xS5) € 
C = A — B. O número de elementos inteiros de C 
é: 

al 52 93 4)4 е)5 


21) (PUC/MG-2002) Considere os seguintes 
conjuntos de nümeros naturais: А = ix e IN/0< 
x<25)e B= (x e IN /16 < x < 25). O número 
de elementos do conjunto AMB é: 

a9 by10 olii d)? 


22) (PUC/PR-2003) Em uma pesquisa feita com 
120 empregados de uma firma, verificou-se O 
seguinte: 

- tém casa própria: 38 

- tém curso superior: 42 

- tém plano de saúde: 70 

- tém casa própria e plano de saüde: 34 

- tém casa própria e curso superior: 17 

- tém curso superior e plano de saüde: 24 

- tém casa própria, plano de saüde e curso 
superior: 15 

Qual a porcentagem dos empregados que nào se 
enquadram em nenhuma das situações anteriores? 
а) 25%b) 30% с) 35% 

d) 40% е) 45% 


23) (PUC/MG-98) Se A = ((х,у)єв2|х < у} e se 
В = {(х,у)єв21у= 2 – x), então AnB é igual a 
a) (х, y) er*ly 2 1) 

b) (x, y) екгіх<1) 

c) (x, y) eR? ly <1} 

d) (x. y) er ly=2-xex<1) 

e) (y) екіу-2-хеу<1) 


24) (PUC/MG-2002) A diferença de dois 
conjuntos, indicada por M — P, é o conjunto dos 
elementos de M que não são de P, e a intersecáo 
de dois conjuntos, indicada por M N P, é o 
conjunto dos elementos comuns a M e P. Se A = 
[- 2,5 [, B = ]-3, 3 [e C 7 ]0, + оо são intervalos 
reais, a  quantidade de números 
pertencentes ao conjunto (AGB) — С é: 
a0 b)! o2 43 


inteiros 
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25) (UECE-2003) Se A é um Con 'Untos 


n(A) o número de elementos de A. Sejar 
Z três conjuntos tais que: n(X) «100, n 
n(Z) = 80, n(X-(Y U Z)) = 50, 

(XnYnZ)=10 e ПХ ^ У) = Ху. 
n(Y n 2). Nestas condições o número de 
elementos que pertencem a mais de um conjunto 


nito, бер 
nX Ye 


(У)-, 


é: 
a)70 b)80 c)90 4)100 


26) (UEPA-Prise-2005) “Cabelo e vestuário são 
itens que se destacam no го! de preocupações das 
adolescentes que costumam  freqüentar as 
“baladas” belenenses”- é o que aponta a pesquisa 
realizada com 650 meninas, na faixa etária entre 
15 e 19 anos. Destas, 205 comparecem a esse tipo 
de festa se adquirem um traje inédito; 382 se 
fazem presentes após uma boa “escova” no 
cabeleireiro; 102 aparecem nos locais onde 
acontecem as “baladas” com traje inédito e depois 
de uma “escova” no cabeleireiro. Pergunta-se: 
quantas são as adolescentes consultadas que não 
se preocupam em ir ao cabeleireiro fazer 
“escova”, nem em vestir uma roupa inédita? 

a)39 b)63 c) 102 d) 165 e) 177 


27) (UEPA-Prise-2005) Em consegiência da 
aquisição de hábitos nada saudáveis. como 
sedentarismo e alimentação excessivamente 
calórica, Camilla, Daniela e Giselle estão 
engordando. Para combater O sobrepeso 
resolveram seguir uma dieta e praticar exercícios 
físicos. Porém, devido ao intenso ritmo dos 
estudos dedicados ao cumprimento das tarefas 
escolares, estão com dificuldades para desin 
um horário em que, juntas, as três m 
freqüentar a mesma academia. Os e 
disponíveis de cada uma correspondem p 
seguintes intervalos fechados: Camilla; i» j^ % 
20h; Daniela, das 18h às 21h; Giselle. de 1 е 20 
19h. Neste caso, o intervalo que correspon a 
horário disponível comum às três para à put 
exercicios físicos 6: 

а) [16:17] — b) [17; 18] 
d)[19; 20] е) [20; 21] 


с) |18: 19] 


са 


onjuntos ^ 


pisar 92 


28) (UFAL-2002) Considere os € tá 
o, 2], B = [-3, 4] e C=]-1, 3L par? 
afirmativas abaixo. 

00-ANB=[-3,2] 

11-Buc=C 


EXIT ТЕ 
i 4 - O complementar de С em relagáo a B é [ —3, 
-\] 13. 4] 


29) (UFAL-2003) Dados A = [ -1, 20. В = J2, 4] 
eC=[-3, 3], determine o conjunto (C — A) U B. 


30) (UFBA-2002) Numa academia de ginástica 
que oferece várias opções de atividades físicas, foi 
feita uma pesquisa para saber o número de 
pessoas matriculadas em alongamento, 
hidroginástica e musculação, chegando-se ao 
resultado expresso a seguir; 

Alongamento: 109 

Hidroginástica: 203 

Musculação: 162 

Alongamento e hidroginástica: 25 

Alongamento e musculação: 28 

Hidroginástica e musculação: 41 

As três atividades: 5 

Outras atividades: 115 

Com base nessas informações, pode-se concluir: 
(01) A pesquisa envolveu 500 pessoas. 

(02) 61 pessoas estavam matriculadas apenas em 
alongamento. 

(04) 259 pessoas estavam matriculadas em 
alongamento ou musculação. 

(08) 89 pessoas estavam matriculadas em pelo 
menos duas das atividades indicadas na tabela. 
(16) O número de pessoas matriculadas apenas 
em hidroginástica corresponde a 28,4% do total 
de pessoas envolvidas na pesquisa. 


31) (UFC-2003) Sejam M e N conjuntos que 
Possuem um único elemento em comum. Se o 
numero de subconjuntos de M é igual ao dobro do 
numero de Subconjuntos de N, o nümero de 
elementos do conjunto MU N é: 

2 triplo do número de elementos de M. 

© 9 triplo do número de elementos де М. 
dy. ӘШІР do nümero de elementos de M. 
е) Fé do número de elementos de M. 

O dobro do número de elementos de М. 

E (UFCG-2004) Em uma das Olimpíadas 
pelo се de Matemática (realizada anualmente 
UFCG о еа de Matemática e Estatística da 
índice ды feita uma pesquisa para se conhecer o 
e 24 questões da prova 
nos de 5* e 6º séries). A 
20 candidatos acertaram a 
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E 1 Conjuntos 
Primeira questão, 860 candidatos erraram a 


segunda, 1200 acertaram as duas e 540 acertaram 
apenas uma das duas questões. Sabendo-se que 
2480 | candidatos tentaram resolver as duas 
Primeiras questões, faça um diagrama de Vem e 
responda quantos alunos acertaram nenhuma das 
duas questões pesquisadas. E 


33) (UFES-2003) Numa pesquisa de mercado 
sobre a venda de três produtos X ‚Уе 2 
constatou-se que 38% dos entrevistados 
compram o produto X, 27% compram o produto 
Ye 35% compram o produto Z. Constatou-se 
também que 19% compram os produtos X e Y, 
20% compram X е Z e 14% compram Y e Z. 
Além disso, constatou-se que, dentre os 
entrevistados que compram algum desses três 
produtos, 20% não compram o produto X. 
Nessa pesquisa, o percentual dos entrevistados 
que compram os produtos X, Y e Z é 
а)8%  b)996 с)10% 4)11% 12% 
34) (UFES-2005) Uma empresa tem 180 
funcionários. Dentre os funcionários que torcem 
pelo Flamengo, 25% também torcem pelo 
Cruzeiro. Dentre os funcionários que torcem pelo 
Cruzeiro, 1/8 também torcem, simultaneamente, 
pelo Flamengo e pelo Rio Branco. 
condicóes, 
A) mostre que, no máximo, 16 funcionários da 
empresa torcem, simultaneamente, : pelo 
Flamengo, pelo Cruzeiro e pelo Rio Branco. 
B) admitindo que, dentre os funcionários da 
empresa, 
e 80 тогсет pelo Flamengo, 
e 20) torcem pelo Rio Branco e não torcem nem 
pelo Flamengo e nem pelo Cruzeiro, 
e 60 não torcem nem pelo Flamengo, nem pelo 
Cruzeiro e nem pelo Rio Branco, | 
Calcule o nümero de funcionários que 
torcem, simultaneamente, pelo Flamengo, pelo 
Cruzeiro e pelo Rio Branco. 


Nessas 


35) (UFLA-2000) Dados os conjuntos 
A-(x:x eZel|x| < 2) еВ-іу:у 
<y<3) 

O conjunto (А x B) ^ (B 


e Ze-l 


x A)é 


E = (А С 
( Sugestào: tem-se queAx Bn схр = ( 
)x(BoD) 4 
из eZ yeZe -l <х<2. 
<y<3) 


b CO 
<y<3) 
e) {(х,у):? 
<у<2) 
d) (хоу): Х 
<у<21 

e) {(х,у): 


<у<2) 


IA 


eZ. yeze 


A-2002) Seja P o conjunto das pessoas em 


36) (UPS amos definir o 


uma festa. Para cada pessoa X € P, v c 

subconjunto A, c P como 0 conjunto dos amigos dc 

xisto é, Ay = (y e P ; yéamigodexj | 
Estamos considerando aqui que, se х е 

amigo de y, entáo y também 6 amigo de xe 

também que x е А, (x é amigo de si próprio). 
Assinale a alternativa INCORRETA. 

а) $е x e y têm um amigo ет comum, então Ax 

NAy+D ` 

b) Se a intersecáo de todos os subconjuntos A, € 


N лед), entáo existe alguém 
xeP 


que é amigo de todas as pessoas na festa 
c)Se П Ax ©, então existe uma pessoa z, tal 
xeP 


náo vazia ( 


que A, =P 
d) Se x € Ау e y є A, então, necessariamente, x 


€ A, 
е) U (Ax -(x]) pode ser diferente de P. pois 
xe 


pode ocorrer que alguém nào possui amigos na 
festa. 


37) (UFLA-2002) Sobre os conjuntos A, B, C e 
D, afirma-se (AN B) U (C D)= Ø 

entáo, pode-se concluir que a opção CORRETA 
е: 

а) 
b) 
с) 
d) 
е) 


os conjuntos А e С são vazios. 

O conjunto A UB é vazio. 

os conjuntos A^ B e CAD são vazios, 
Dos quatro conjuntos, dois são vazios. | 

Os quatro conjuntos sáo disjuntos dois a dois. 


38) (UFLA-2004) O número d 
) ў e el 
uniào de dois conjuntos é dado por od. 
I^ o Bl = JA] + [B| - JA ^B] 
em que | A | significa o número de elementos do 


conjunto A. 
Assinale а fórmul 
К а 
número de elementos da оа CORRETA do 


е trés conjuntos, 


AN 


ба, rulo 1 Con, 
а) |А v Bu С| =|А| +В! e C] -|A A BA С 
b) JA Y BU Cl = JAI + В| + IC] - IA A pj, 
С-В C] [А Вес] ^ 
c) JA 4 Bu С|= |А| + [В| + |С - |JA вс 
d) IA U BU C| = [A] + [В + Cl -JA A gj. 
С-В ^ CI 
e) JA U Bu CI = JA] + [Bl + C] -JA A B| -lAn 
1-18 СС-А Весі 


39) (UFLA-2004) Sejam os conjuntos А = fr, 5, " 


и, У, № } 
В = (u, v, W, X, y, Z} 
C= {s,u, у, Z} 
” = {и, м) 
Е = {5, u) 
Е = {s} 


Se X é um desses conjuntos e se sabe que 
ХсА e X aC, então: 
аХ-В b)X-D c)X=E 
d)X=F e)X-C 


40) (UFPB-2005) Sejam A = (x e К|0<х<21с 
В = {хє R|0<x<3). Quantos pares ordenados, 
cujas coordenadas são todas inteiras, existem no 
produto cartesiano A x B ? 
a)12 b)10 c9 d8 е)б 

41) (UFPB-2005) Trés instituigóes de ensino, aquí 
denominadas por A, B e C, oferecem vagas para 
ingresso de novos alunos em seus cursos, 
Encerradas ав inscrições dos candidatos, 
verificou-se que exatamente 540 deles se 
inscreveram para cursos de A e B, 240 para cursos 
de A e C, e 180 para cursos de A, B e C. Quantos 
candidatos se inscreveram em cursos de А € 
também em cursos de B ou C? 

a) 700 c) 950 e) 600 

b) 900 d) 500 


42) (UFPB-2004) O conjunto (x e IR: -2$X* 
3) está contido em 

а) {x e IR;-x2-3e-x«-2] 

b) ix e IR; |x| <2} 

с) {x e IR; |x| <3} 

d) (х еІБ;0<х-1<4) 

e) {x e IR;|x]|<1 0u|x]|>4) 


43) (UFRJ-99) Uma amostra de 100 caixas i 
pílulas ^ anticoncepcionais fabricadas | ien 
Nascebem S.A. foi enviada para a fiscaliza 
sanitária, No teste de qualidade, 60 for 


aprovadas e 40 reprovadas, por conterem pílulas 
de farnha, No teste de quantidade, 74 foram 
aprovadas с 26 reprovadas, por conterem um 
numero menor de pilulas que o especificado. O 
resultado dos dois testes mostrou que 14 caixas 
toram reprovadas em ambos os testes. Quantas 
caixas foram aprovadas em ambos os testes? 


44) (UFRN-95) Dados os conjuntos А = (x е IR; 
x>2)eB=(xelRix<4), assinale a sentença 
correta: 

AJAUB= ix e/R2«x«4l 

B)AUB = /R 

С)АлВ= | 

D)AnB- (xe/R:2<x<4) 

EAnB-*6 


45) (UFRN-96) De dois conjuntos А e B, sabe-se 
que: 

D O número de elementos que pertencem a 
Av B 645; 

ID 40% destes elementos pertencem a ambos os 
conjuntos; 


Ш) О conjunto А tem 9 elementos a mais que o 
conjunto B. 


Entáo, o número de elementos de cada conjunto é: 


а) тА) = 27 e п(В) = 18 
Ы) п(4) = 30 е n(B) = 21 
c)n(4)=35 e n(B) = 26 
d) n(4) = 36 e n(B) - 27 
e)n(A) = 38 e n(B) = 29 


46) (EPCAr-2003) Numa turma de 31 alunos da 
EPCAR, foi aplicada uma Prova de Matemática 
valendo 10 pontos no dia em que 2 alunos 
estavam ausentes. Na prova, constavam questões 
subjetivas: a primeira, sobre conjuntos; a segunda, 
sobre funções e a terceira, sobre geometria plana. 
Sabe-se que dos alunos presentes 

nenhum tirou zero; 

11 acertaram a segunda e a terceira questões; 

15 acertaram a questão sobre conjuntos; 

1 aluno acertou somente a 
plana, 

e 7 alunos асемага! 
funções. 


parte de geometria 
m apenas a questão sobre 
E correto afirmar que o número de alunos com 


grau máximo igual a 10 foi 
a)4 с)6 
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47) (EPCAr-2004) Dados os conjuntos A, Be C 
tais que [A - (A^ B)J^ B = С, pode-se afirmar. 
necessariamente, que 
а) CZ (AXB) 
b) n(A — B) <n(B) 
c) nA ^ C)» n(A^ B)- n(B) 
d) (B ^ C) = n(C) 


48) (EPCAr-2005) Analise as afirmativas abaixo: 
I - Sejam A, B с С trés conjuntos nào vazios. Se 
Ache 

C^ A z O, спідо, (A ^ C) c B. 

II - Se A e B são dois conjuntos não vazios tais 
qucAUB- (xelN|1 x8, А-В = (1,3, 
6,7} e B-A = {4, 8], enàoA^ B2 2. | 

MI — Dados os números reais x tais que: x € {x € 
IR|-1 «x x2), (xe IRIx «0j efx e IRIx2 
3); então, a união de todos os números reais x é o 
conjunto (x e IR |x €-1 oux 2 3). 

É correto afirmar que 

a) apenas П é verdadcira. 

b) apenas T é falsa. 

с) todas são falsas. 

d) Пе Il são falsas. 


49) Se A = (а, b, {а}, {b}. (a, b)), em queaeb 
são números reais quaisquer, então о (s) possível 
(eis) valor (es) do número de elementos de A é 
(são): 

a)lous. 
4) 2003. 


Ы) 2 ой 5. 
€) apenas 5. 


с) 3 оц 5. 


50) (CBERJ-91) Dado o conjunto А = (6; 1; 2; 
{1}; {2}}a afirmação FALSA é: 
а)феА b)ócA 
d)((l) O (2))eA е)2єА 


51) (PUC/SP) SeA- $e B = 
ajJAeB DAUB=4 
dANB=B е)ВсА 


(9), então: 
c)A=B 


52) (Vunesp-84) Suponhamos que: 
AUB = (а, b, c, d, e, f, g, h} 


ANB= {d,e} 
A-B= {a,b,c} 
Então: 


а) B = (f. g.h} b) B = {d, e, f, g, h)' 
c)B= (а, b,c, d,e} d)B- {d,e} 


b)5 d)7 


4l 


е)В-ф 


› А, В е C que 


unto 
is condições: 


53) Determine 05 conj 
s seguintes se 


satisfazem à ; 


mM AUBUCS iZ X, Vs u, t, S, r, q. Pj 
^» An Bs (rs) 

39BNC=(s,x) 

49 СПА = {5.0 | 
уды С={р, чт. s Cu v. Ni 


6) AUB=(p,q.1, s tu X, zj 


54) (ІМЕ-76) Considere um conjunto E e trés de 
seus subconjuntos, A, B. C. Sendo M um 
subconjunto de E, represente por My о seu 
complemento em relação a E. Determine E e os 
subconjuntos A, В. C, sabendo que A € С são 
disjuntos е que: 


(AUBUC)= (4,6) 


al) 
Bnc=(7 

20) 
AUB=(1,2,7,9,10) 

{ (3) 

AUC=(1,2,3,5,7,8, 9, 10) 

« (4) 
Be = {3,4, 5, 6, 8, 9} 

« (5) 


55) (Colégio Naval-97) Considere o conjunto A 
dos números primos positivos menores do que 20 
co conjunto B dos divisores positivos de 36. O 
número de subconjuntos do conjunto diferença B 
-Aé 

a) 32 b)64 c)128 4)256 e) 512 


56) (Colégio Naval-87) Considere os conjuntos A 
= {1, {1}, 2} eB={1, 2, 12) } e as cinco 


afirmações: 

А-В= (1) 

П- (2) c (B-A) 

Ш- {1} c A 
IV-ANB=(1,2,(1,2)) 
У-В-А={{2)} 
Logo, 


a) todas as afirmações estão erradas 

b) se existe uma afirmação correta 

b) as afirmagóes impares estáo Corretas 

d) as afirmacóes III e V estáo corretas 

€) as afirmações I e IV são as únicas incorretas 


57) (UFPE-84) Seja S = (5, 5, 
sintomas de uma determinada п 


+83) 0 conjunto de 
moléstia. Em geral 


B 


Capitulo 1 болу, 
um portador desta moléstia apresenta nes т 
subconjunto nào vazio de S. BI 
Assinale a ünica alternativa Correspondent 
nümero de subconjuntos de S que e 
apresentar os pacientes desta moléstia, "fip 


a)7 Ь,8 <)16 d)15 е) 14 


58) (Escola Naval-89) Considere os Conjuntos А 


={x}eB={x, (Aj) eas proposições 

L (AjeB 

П. (x) €^ 

Ш.А € B 

IV. BcA 

V. (x, AJ CB 

As proposições FALSAS são 

а), Шеу  b)ILIVeV o)ILIILIVeV 


d) I, HI, IV e V e) I, IH eIV 

59) (Colégio Naval-85) A, B e C sã 
respectivamente os conjuntos dos múltiplos de 8, 
6 e 12, podemos afirmar que o conjunto 
AN(BUC) é о conjunto dos múltiplos de: 

а)12 b)18 c)24 d)48 e)36- 


60) (Colégio Naval-87) Dados dois conjuntos À € 
B tais que: 
- o número de subconjuntos 
compreendido entre 120 c 250. 
- Btem 15 subconjuntos nào vazios. 
O produto cartesiano de A por B tem 
a) 8 elementos b) 12 elementos 
c) 16 elementos d) 28 elementos 
e) 32 elementos 


A está 


de 


61) (EPCAr-90) Se um conjunto A tiver 4 
elementos e um conjunto B tiver 3 elementos 
entào o conjunto de todas as partes do conjunto А 
x B (A cartesiano B) terá um número 
elementos equivalente a: 

3)2 by3* c2! дуз? 2! 


e 


62) (Colégio Naval-00) Dados dois conjuntos ^ * 


B tais que n(A U B) = 10, n(A ^ В) = 5e 6 
n(B), pode-se afirmar que a soma dos vao” 
possiveis para n(A — B) é 


а)10 b)II c)12 d)13 e)I4 


Ww ің 
63) (Colégio Naval-87) Representando-se P^. 
(X) o número de elementos de um conjunto е 
Considere dois conjuntos A с B tais que N (^ 


Р и 


= 4 n(A- B Sen(AxB)- 36. Podemos 
afirmar que n (A VB) é igual a: 


»4 Мө 07 d9 e) 10 


64) (Colégio Naval-88) Dados os conjuntos M. N 
e P tais que N C M. n (M AN) = 60% п (M), n (N 
Р) = 50 % п (М), п (М М Р) = 40% п (Р) e 
n (P) = х% n (M). o valor de x é: 

a)80 b)75 <)60 4)50 e)45 


65) (FGV/SP) Sejam A, B e С conjuntos finitos. 
O número de elementos de A A B é 30, o número 
de elementos de А ^ C é 20 e o número de 
elementos de A ^ Br Сё 15. 

Então o número de elementos de A ^ (B v C) é 
igual a: 

a)33 b)IS c)30 4)45 е)20 


e C, tais que n(BUC)=20, n(4n В) = 5, 
п(Ас\Су=4, n(ANBnC)=1 e 
(А ОВОС) = 22.0 valor de n[4- (B C)] е: 
310 B9 98 d?7 еб 


66) (Colégio Naval-97) Dados os conjuntos 4, B 
) 


67) (Colégio Naval-86) Considere os conjuntos M 
pares ordenados (x, y) que satisfazem a equacào 
(aix + biy + с). (aax + box + e) = 0 e N dos 
pares ordenados (x, y) que satisfazem o sistema 
fax c bye c, 7-0 
(aax 0 boy +c, -0 


sendo ay. Б. сі. аз. bz. сз #0, pode-se afirmar que 
aM=N bMUN-*M 9MNN=4 
dMUN=N ӨМІМеф 


68) (ІМЕ-75) Em uma pesquisa realizada entre 
500 pessoas foram obtidos os seguintes dados: 
200 pessoas gostam de música clássica; 
400 pessoas gostam de música popular; 
75 pessoas gostam de músic 
popular. 

Verifique a con 
dos dados desta pesqui 


a clássica e de música 


Sisténcia ou inconsisténcia 
sa. 


+ Sendo que, desse grupo de 


43 
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terço desses alunos, quantos nào toram aprovados 


em nenhuma das duas universidades? 
а)15 b)20 с)21 с) 30 е) 31 


70) (Colégio Naval-84) Num colégio метео 
que 120 alunos nào tém pai professor; 130 aus 
não têm mãe professora e 5 têm pai e Age 
professores, Qual é o nümero de alunos do 
colégio, sabendo-se que 55 alunos possuem pelo 
menos um dos pais professor e que nào existem 
alunos irmáos? А p 

a) 125 b) 135 c) 145 d) 155 e) 165 


71) (FUVEST/SP) Depois de n dias de férias, um 
estudante observa que: 

а) choveu 7 vezes, de manhá ou à tarde; 

b) quando chove de manhã, não chove à tarde; 

€) houve 5 tardes sem chuva; 

d) houve 6 manhàs sem chuva. 

Podemos afirmar entào que n é igual a: 

37 58 c9 410 all 


72) (Colégio Naval-95) Num concurso, cada 
candidato fez uma prova de Portugués e uma de 
Matemática. Para ser aprovado, o aluno tem que 
passar nas duas provas. Sabe-se que o número de 
candidatos que passaram em Portugués é o 
quádruplo do nümero de aprovados no concurso; 
dos que passaram em Matemática é o triplo do 
nümero de candidatos aprovados no concurso; dos 
Que nào passaram nas duas provas é a metade do 
nümero de aprovados no concurso; e dos que 


fizeram o concurso é 260. Quantos candidatos 
foram reprovados no coneurso? 


8) 140 b) 160 c) 180 d) 200 e) 220 


73) (AMAN-90) A fórmula A -B = A A B` pode 
definir a diferença de dois conjuntos usando 


Somente as Operações de interseção е 
complemento. Da mesma fi 


representada por: Шы pad 
а) [ANBJU[BAATUIANB 

b) [ААВ в l | 

9 [An B']5 [BAAJu [AN B] 

d) [AUB] -B 

e) [A+B] 

74) (FG 


V-80) Numa pesquisa de mercado, foram 
entrevistadas várias pessoas acerca de suas 
preteréncias em relação a 3 produtos: A, B e C. 
Os resultados da Pesquisa indicaram que: 

210 pessoas compram o produto А, 


Capítulo 1 р, 

* LON 

os Volaram a favor de à qu 
e B 


ІШ. 980 filiad 


pram 9 preduto B. on 
am o preduto C. 


IV, 420 filiados votaram a favor de 
3 produtos. А бт 
| nenhum dos 3 | Aou de С; | 
У. 1.220 filiados votaram a favor de В 


210 pessoas com 
250 pessoas compr | Е Б 
20 pessoas compram 05 

100 pessoas nào compram 


ou de C 
p dutos Ac B mas nào de А; Я 
essoas compram os produtos / h v MA p : 
са js ue os produtos A с C. VI. pu Lee votaram a favor dc C, mas іші 
70 pessoas co 8 аре 1. 
50 pessoas compram 05 Бн i an SEU PEN E PA | 
as pessoas foram entrevistadas. Я | 
Quantas pessoas toram en 1 5. 
a) 670 b) 970 с) 870 4) 610 e) 510 mas nào d 


Determine o nümero de filiados ao РЕ que: 
75) Na questão anterior quantas pessoas a) votaram a favor dos 3 candidatos. | 
compraram exatamente um produto? E quantas b) votaram a favor de apenas ит dos candidatos, 
í S 
compraram exatamente dois produtos? << 
à 79) (Colégio Naval-89) Num grupo de 14 
76) Um total de 34 estudantes estrangeiro veio ao | pessoas foi feita uma pesquisa sobre três 


Brasil. Todos eles visitaram Manaus. São Paulo | programas de televisão A, B e C e constatou-se 
ou Salvador. 16 deles visitaram Manaus: 16 | que: 

visitaram São Paulo e 11 visitaram Salvador. 
Desses estudantes, 5 visitaram Manaus e Salvador 


e. desses 5, 3 visitaram também São Paulo. É 
correto, então. afirmar que 


I — 40 não assistem a nenhum dos três 
programas; 
II — 103 não assistem ao programa C; 


IM — 25 só assistem ao programa В; 
а) 27 estudantes visitaram apenas uma dessas trés 


IV — 13 assistem aos programas А e В; 

Capitais. V — O número de pessoas que assistem somente 
b) 29 estudantes visitaram apenas uma dessas três | aos programas B e C é a metade dos que assistem 
capitais. somente a А e B; 
c) 3 | estudantes visitaram exatamente duas У1-25 só assistem a 2 programas; e 
Fond T | VIT — 72 só assistem a um dos programas. P" 

Possivel ter certeza da quantidade de alunos Pode-se concluir que o número de pessoas que 
que visitaram apenas Salvador. assistem: 
€) os dados da questão são incoerentes entre si. a) i programa A é 30. 
11) rd оа Numa cidade constatou-se E но E 
que as familias 3 D d 
consomem ШЕСАПДЫ, Ed Nang É Nos 4) aos programas A e C é l 2 
үл k pea 30% consomem macarráo: 159, шыла ааа 63, 

em teijáo e arroz; 20 9; Жаба 

саана po иы PR feijào | 80) (UnB-01) Em uma pesquisa realizada com um 
А porcentagem Correspondent: 


г А : » 42 falam 
te às famili grupo de 100 turistas, constatou-se que 42 js 

nào consomem esses tràs produtos 6: URS que | inglés, 12 falam inglés e italiano, 18 fa | 

a104 b) 3% с) 15% espanhol e inglés e 16 falam espanhol с d 

es 5% | 
apes е)12% ? O nümero de turistas que falam espanhol е 
precisamente 50% maior do que 0 "E 
М Ao Am Е ace ness 

s Sá interior d daqueles que falam italiano. Com base "© 

ваи Sào Paulo, citoral 9 | afirmações, julgue os itens a seguir. 

2.000 filiados reve : с enue dus ; : 

iy i dos rev elou as guintes informações e 0) O número de turistas que falam i 

Fespeito de trés candidatos A. В. e C без а | iguala) 

da Е$регапса (РЕ), Ea 


r Чеча 
N /3 do número dos que falam espanl as 0 
diferentes: que concorrem a 3 (3) 5е9 dos turistas consultados falam into 5 
s: linguas, espanhol, inglês e italiano, enqud então 
5 ão houve regist deles nào falam nenhuma dessas lina 
anco, tampouco de voto nulo: - Sto | mais da metade dos turistas falam espanho as três 
€A e de B: (3) Se 9 dos turistas consultados e ді 5 
linguas, espanhol. inglés e italiano, eng 


78) (Ғау-2004) Numa cidade do 


uma prévia el 


caliano © 
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deles não falam nenhuma dessas línguas, então U 
exatamente 24 desses turistas falam apenas inglês. b) 
(4) (ndo obrigatório раға esta lista de 
exercícios) Se todos os turistas falam pelo menos 
uma das três línguas, então, escolhendo-se 
aleatoriamente um dos turistas, à chance de ele 
falar italiano será maior que 30%. 
81) (Colégio Naval-92) Considere 0 diagrama 
onde A, B, C e U sáo conjuntos: 
] U 
U c) 
A B A B 
C C 
A regiáo hachurada pode ser representada por: 
а) (An Bju(An C) -(Ba C) 
b) (An В) о (Ас C) -(BuC) 
с) (AU B)u (An С) о (Bo C) 
d) (AU B)-(Au C)n (Bn C) 
е) (A- B)^ (A - C) n (B-C) 
р) E M ise. Sejam U o conjunto das 
ileiras, o conjunto das cariocas, B o 


conjunto das morenas e C o conjunto das 
mulheres de olhos azuis. 
O diagrama que representa o conjunto de 
mulheres morenas ou de olhos azuis, e nào 
cariocas; ou mulheres carioc. à ў 

as e não mor 
nem de olhos azuis é жы 


83 ізі , 
) (Colégio Naval-87) Considere os conjuntos A 


B, C e U no diagr: 
i grama abaix EI 
corresponde ao conjunto aixo. A região hachurada 


U 
B 


45 


y ДА- clear] 
NV 

b) C (енесі 
(лә мч ) 

c) C ABAC) 


à GuB)-[40 Blanc) 
e) [8^c)-A]u (4-8) 


84) (AFA-98) Em um grupo de n cadetes a 
Aeronáutica. 17 nadam, 19 jogam basquetebol, 21 
jogam voleibol, 5 nadam e jogam basquetebol, 2 
nadam e jogam voleibol, 5 jogam basquetebol e 
voleibol e 2 fazem os três esportes. Qual o valor 
de n, sabendo-se que todos os cadetes desse grupo 
praticam pelo menos um desses esportes? 

а)31 b)37 с)47 е) 51 


85) (AFA-98) Entrevistando 100 oficiais da AFA, 
descobriu-se que 20 deles pilotam a aeronave 
TUCANO, 40 pilotam o helicóptero ESQUILO e 
50 nào são pilotos. Dos oficiais entrevistados, 


quantos pilotam o TUCANO e o ESQUILO? 
а)5 b)IO с)15 d)20 


86) (AFA-2004) No conjunto universo S dado por 
5 = (х,у) € IRxIR|0<x<1 е0<у<1,е 
definido o subconjunto M = оу) E IR x IR |0 
Sxsle0<y<-), 

2 


Pode-se afirmar que су é igual a 


а) ((x, y)eIRxIR|O<x<]e Ll <у<1) 


| 1 
Ша e3 5у<1) 
с) оет IRL <xs1e0sys 


) 
d) ((x, y)eIR xIRIO «x «| ed <у<1) 


87) (AFA-2005) Cons 
contido em IR* 
quais .: 

1) 13 sào mültiplos de 4 

ii) 7 são mültiplos de 10 

iii) 5 são mültiplos de 20 е 

iV) 9 sáo números impares. 

E correto dizer que y éum Número 
a) par menor que 19 

b) ímpar entre 10 с20 


idere um sub, 


: Conjunto 
€ constituído por y A 


elementos dos 


©) primo maior Que 21 
d) múltiplo de 12 


Capii + бо 
ШЇ 1 бой, 


88) (EsPCEx-2000) É correto afirmar que: 


a) A soma e a diferença de dois nümeros nas 
dá A 


é sempre um número natural, rs 
b) O produto e o quociente de dois númera 
inteiros é sempre um número inteiro. 

c) A soma de dois números racionais é Sempre ur 
número racional. 

d) A soma de dois números irracionais é sempre 
um número irracional. 


e) O produto de dois números irracionais é sempre 
um número irracional. 


89) (EsPCEx-2000) Se A = [-5, 1 e B 


IE] » então os conjuntos A - Be AMB 


sáo, respectivamente. 


a) EE е Е 1 


90) (EsPCEx-2001) Dados os conjuntos: 


R = {х/х é um número real) 

Q = {х/х é um número racional) 
N = {х/х é um número natural) 
Р = {х/х é um número primo) 


€ considerado as afirmações: 
(DPcQ 


(IDR c Q 

(IP 35 Q 

(IV)6 e (RAQANNP) 
(У)5 є (QAP) 


estão corretas as afirmações: 


alem фІУеУ 
b) Ile V e) le V 
c) lle Iv 


91) (1 JEN P001) Quarsquer que sejam o 


número irracional а € o numero racional b, pode- 
і i i 


«сайттан que, sempre, 


a 6 umacional 


Mu 

ШЕП pé racional 

Cra be racional 

ру a y? Cirvacional, 
Fab or Ja é wracional. 


92) (USsPCEN-2004) Dados os números а = 45 - 
MU "E yd ёс 


a) a.b é um número irracional. 


0,1333... pode-se afirmar que: 


d)18 


b) (a = b).e é um número irracional. 
€) (a+b).c é um número racional. 
d) b.e ¿um número racional, 

e) a.b.e é um número racional. 


93) (IFA-96) Sejam A c B subconjuntos nào 
vazios de R, e considere as seguintes afirmações: 
(А-В (ВОАС = о 

П (A BOO В-д 

UL ЦА“ ВВ - А) = A 

Sobre essas afirmações podemos garantir que: 

a) Apenas a afirmação | é verdadeira. 

b) Apenas a afirmação П é verdadeira. 

€) Apenas a afirmação HI é verdadeira. 

d) Todas as afirmações são verdadeiras. 

€) Apenas as afirmações 1 e HI são verdadeiras. 


94) (ITA-99) Sejam E, F, G e H subconjuntos não 
vazios de R, Considere as afirmações: 

l -Se (Ex G) C (Fx HD), смао E c FeG c fT. 

I -Se (Ex G) c (Fx ID, então (Ex G) v (Fx 
ІН 

Il Se (Ex GU (^x H) 7 Ех H então (Ex О) 
(Ex Ih, 

Eno: 

а) Apenas a afirmação (1) é verdadeira. 

b) Apenas a afirmação (11) é verdadeira. 


©) Apenas as afirmações (1l) e (Il) são 
verdadeiras, 
d) 


: Apenas as afirmações (1) e (II) são verdadeiras. 
€) Todas as afirmações são verdadeiras. 


95) (TA-00) Denotemos por n(X) o número de 
elementos de um conjunto finito X. Sejam A, B e 
C conjuntos tais que (AUB) = 8, n( AUC) = 9, 
кыс) = 10, MAUVBUC)= 11 en ANBOC) = 2. 
Qo n(A) + n(B) + n(C) é igual a: 

әп b) 14 e) 15 
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е) 25 


96) АТА-01) Sejam X, Y e Z subconjuntos 

próprios de К, não-vazios. Com i 

afirmações: 

L xo tll( Yo (ХУ) [хо 9) 

П. SeZ c X então (ZU Y) u (X o (Zn Y) = 
| XUY. 

HI. Se (XU Y) c Z entào Z^ c x. 

temos que: 

a) apenas I é verdadeira. 

b) apenas Ге II são verdadeiras. 

с) apenas Ге IIT sào verdadeiras. 

d) apenas II e II são verdadeiras 

e) todas são verdadeiras. 


respeito às 


97) (ITA-03) Sejam U um conjunto não-vazio e A 
C U, B c U. Usando apenas as definições de 
igualdade, reunião, intersecção e complementar, 
prove que: 

l- Se A B =Ø, então B c A. 
П-В\АС= Br A. 


98) (ITA-04) Considere as seguintes afirmações 
sobre o conjunto U = (0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9): 
I-2eUen(U)z 10. 

Пп. 2cUen(U)z 10. 

1-5 є Ое {5} cU. 

ІУ ~ {0. 1.2. 5) {5) = 5 

Pode-se dizer, então, que é (são) verdadeira(s). 

a) apenas Ге II 6) apenas Me TV се) apenas II 
elll d)apenas IV e) todas as afirmações 


99) (ITA-04) Seja A um conjunto nào-vazio. 
a) Sc n(A) = m, calcule n(P(A)) em termos de m. 
b) Denotando P(A) = P(A) e P^" (4) = P 
(P(A). para todo número natural k > 1, 
determine o menor k, tal que n(2^(4))2 65000. 
sabendo que n(A) = 2. 
100) Suponha-se que sejam verdadeiras as 
seguintes afirmagóes: 
1. Os bebés não são lógicos. | 
IL. Quem consegue amestrar um crocodilo 
não é desprezado. 
Ш. Pessoas ilógicas são desprezadas. » 
É possível afirmar que, dentre as proposições а 
seguir, а verdadeira deve бег: 
а) Nenhum bebé é desprezado, 
b) Existem bebês que sabem 
crocodilos. 


amestrar 


жү 


Mus 
unestrar erocogd os, 


dlos 
trar crocodtios 


уо sabem 
ahes Ndo de er 
€) Bebes sabem ames 


4 2255025 que 2312 
dy Pes lógicas. 


"m nào ser Р hã 
podem па «zada é um bebe. 


^ 255 espre? 
ey Toda pessoa desp! 


rdadeiras 
Considerem-se COMO verdadei 


proposi ções: 


101) 
ш os advogados são ricos. 
IM. Poetas são temperamentals. 
UL Carlos é um advogado. EN 
1V. Nenhuma pessoa temperamental е rica. | 
Pode-se garantir, nestas condições, que deve 3 
correta a afirmação: 
a) Todas as pessoas ricas são advogadas. 
b) Todas temperamentals 
poetas. 
c) Fxistem advogados poctas. 
d) Carlos nào é um poeta. 
е) Existem poetas ricos. 


ав pessoas sao 


102) Uma pessoa cética quanto às boas intenções 
da humanidade afirma que 70% dos homens são 
desonestos, 70% são intolerantes e 70% são 
violentos. Se ela estiver certa, numa amostra 
perfeita de 100 homens, qual é o número mínimo 


de pessoas simultaneamente desonestas, 
intolerantes e violentas? 


103) Numa pesquisa realizada em uma turma 
militar, constatou-se que 60% dos entrevistados 
desejavam prestar concurso para a ESCOLA 
NAVAL, 70% para o IME e 80% para o ITA. 
Sabendo que qualquer dos entrevistados almeja 
fazer as provas de uma dessas instituições, qual o 


percentual minimo de alunos que querem prestar 
os três concursos? l 


104) (EN-88) Se 70% da 


samba, 75% de choro, 80% de bolero e 85% de 
rock, quantos por cento da população, no minin ў 
gostam de samba, choro, bolero e rock? St 


а) 5% Б) 10% c) 20% d) 45% e) 70% 


população gostam de 


105) Provar que, sendo 


X. 
valem Ү, 2 


а5 seguintes propriedades: 
а) XcZeYc; 4 7 
х еҮс2-зХоү с?е 


e W conjuntos. 


А Xovc 

5 Хс7е«Үсм-х 5 
ДАУЛЫ? Бишек 

9 Xo(Yo2Z)-(xevy T 

d) X-XuYavcx JURA). 

9 X=Xnvoxey. 
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ІШІҢ 


І Conj 
(Хе ZciYuz Ma 


p ХЕТ 

y XcY-(X^Z)ciYn2, 

о XUV=ENOVOSNX=Y 

В (X^ Y)oZ-2Xn(Y “2)-2-у 
p X-YcX. 

КЮ X-YX2XoY-6 

|) X-Y-*ó2NcY. 


m)(X- Y)^(X ^ Y)-6. 
n) (X-Y)u(X ^ Y)- X. 

o) Xni(Y-27(X^Y)-Z. 

p Үс(Х-Ү)=@. 

q (Xu Y)-Z=(X-DU(Y-72) 
n (XoY)-Zz-(X-2Zn(Y-Z. 
5) (ХАУ)А2-ХА(У AZ). 

O0 ХА7=ҮА7еХ=Ү; 

u XAY=9>X=Y. 


106) Se A U B = A u C, é verdade que B = 
AnB=ANC,enāoB=C?Ese AxB 
C, entáo B = C? 


C& 


107) Dados os conjuntos A e B, seja Хш 
conjunto com as seguintes propriedades: 
WX>AeX>B. 
T Se Y >A e Y >B então Y DX. 
Prove que Х- AU B. 


108) Enuncie e demonstre um resultado aniics 
ao anterior, caracterizando A O В. 
с ДҮЙ" 
109) Sendo Ae B conjuntos, prove que А n 
: hém que 
ф se, e somente se, A c В“. Prove também 4 
U B =U se, e somente se. AU c B. 


110) Prove queseA а Хе фел ох = 0 
Х-ас 


111) Se A C B, entào BO (Av С BOL. 


хі» 


^ para todo conjunto C. Por outro lado. n: 
C de modo que a igualdade acima seja sat 
entio A c В. 


АВ 
112) Prove que A = В se, e somente se СА 
VA еВ) = ф 


113) Sejam A, B e C conjuntos pa ту 
Demonstre as afirmações verdadeiras © des 
exemplos para as falsas. . 

а) SeACBeBqazC,.enido AZ C. 

b) (A-B) = AC ^ B. 


A-(B-C)-A-(BuC) 
(AUB)-C=(A-C)U(B-C), 

(А-В) АС (АС) (В С). 

Se X c Y então P(X) EP (Y). 

Se Xc Y então P(Y - X) P(Y)- P(X). 
Ac B se, e somente se, A су B q. 


114) (ITA-85) Sejam X um conjunto nào vazio; A 
e B dois subconjuntos de X. Definimos АС = {хє 
X tl que x e AjeA-B- {хє А tal quex e 
В). 

Dadas as sentenças: 

I-ANB=E4SACB e Bc Af, onde “o” 
significa "equivalente" e ф o conjunto vazio; 
2-SeX=IR; A = {х e IR tal que x?’ - 1 = 0}: B 
= (x € IR tal que x! – 1 =0)e C= {х € IR tal 
que x — 1 = 0}, então A = С = B; 
А-ф=АеА-В=А-(Аг\В): 
4-А-В«АлВС; 

podemos afirmar que está (estáo) correta (s): 

a) as sentenças n^ l e n? 3. 

b) as sentenças n? 1, п° 2 е n? 4. 

€) as sentencas n^ 3 e n? 4, 

d) as sentenças n° 2, n° 3 e n? 4. 

€) apenas a sentenga n? 2. 


113) (ITA-87) Sejam F e G dois subconjuntos nào 
vazios de IR. 

Assinale a alternativa CORRETA. 

а) SeFc Ge Gx F, então necessariamente F = 
FuG. 

b Se FA G é o conjunto vazio. então 
necessariamente ЕС = ТЕ. 

с) SeFcGeGcF.entio GF UG. 

d) Se FAG =F, então necessariamente G c F. 
2 беис = Ссс ғ ІК, então (Гб) об = 


116) (ITA-89) Ѕејат A, Be C subconjuntos de 
IR. nào vazios. eA — B = ipeIR;peAepe 
B}. Dadas as igualdades: 


(1 (А -B)xC-(Ax C) - (Bx C) 
(2)(4-B)xXC- (Ax B) - (Bx C) 
(3)(AC^B)-A *(BAA)-B 
(4)A-(Bo C) = (А-В) (A- C) 
(3)(4-B)ó (B-C) = (А C) ^ (A-B) 
Podemos garantir que 

a) 2 e 4 são verdadeiras 

b) | e 5 são verdadeiras 


с) 3 e 4 são verdadeiras 
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d) 1 e 4 são verdadeiras 
е) 1 e 3 são verdadeiras 


117) (IME-87) Dados dois conjuntos A e B. 
define-se A AB = (A- BJ U(B—- A) 

Prove que dados trés conjuntos arbitrários X, Y e 
Z 

Xn^O(YAZ)-(Xo^Y)A(Xo2) 


118) (Colégio Naval-88) Sendo a e b números 


NN ; | а А 
inteiros quaisquer, a» ptos 0% e 


S = D:1,5:0,444..; V2}, então: 
ajScR bSnR=6 cS^Réunitrio d) 
S AR tem dois elementos е) S – К é unitário 


119) (Prováo-98) Uma das afirmativas abaixo 
sobre os números naturais é FALSA. Qual é cla? 
a) Dado um número primo, existe sempre um 
número primo maior do que ele. 

b) Se dois números não primos são primos entre 
si, um deles é ímpar. 

c) Um número primo é sempre impar. 
d) O produto de três números 
consecutivos é múltiplo de seis. 

e) A soma de três números naturais consecutivos é 
múltipla de três. 


naturais 


120) (Colégio Naval-96) Dadas as operações: 
X'yzX-y;Xe£y- X-yexAy = xX, o valor da 
expressão: 

[2 * (8 == 12)]* (((3 * 2) == 5]a[10 * (2 += (442))]; 
a) Não é um número real b) é igual a -1 

c)é igual a ~ 2 d) é igual a -3 

e) é igual a— 4 


121) Um subconjunto X de números naturais 
contém 12 múltiplos de 4, 7 múltiplos de 6, 5 
múltiplos de 12 e 8 números impares. Qual é o 
número de elementos de X? 


122) (Fuvest-95) Dividir um número por 0,0125 
equivale a multiplicá-lo por 
a) 1/125 b) 1/8 
d) 12,5 e) 80 


c)8 


123) (Escola Naval-90) O 1989? algarismo depois 
А 3 4 
da vírgula na expansáo decimal de 20 é: 


a0 b) «2 45 o8 


1937 


o Naval-96) Sobre о número руз 


124) (Colégi 


podemos afirmar que & | _ 

a) uma dizima periódica simples; 

b) uma dizima periódica composta; | 
c) um decimal exato com 12 casas decimais, 
d) um decimal exato com 13 casas decimais; 
e) um decimal exato com 14 casas decimais. 


125) (Colégio Naval-97) Um aluno, efetuando а 
divisão de 13 por 41, foi determinando o 
quociente até a soma de todos os algarismos por 
ele escritos. na parte decimal, foi imediatamente 
maior ou igual a 530. Quantas casas decimais ele 
escreveu? 
а) 144 

d) 147 


b) 145 
e) 148 


c) 146 


126) (Escola Naval-88) Assinale a alternativa 
verdadeira: 

a)j- V = 1 е 0,999...< 1 

М-ІЗ--1 е0,999..<1 

c)-171e0999,-1 

d)- P -—-1e0.999,.- 1 

e) 0,999...> 1 


127) (Provào-99) Sobre a dízima periódica 
0.999... , pode-se afirmar que: 
a) é um número irracional. 


b) 0,333... = 0,999... 

с) 0,999..=1, 

d) 0,999 = 999 
1000 

e) 


0,999... não pode ser igual a l, porque sua 
geratriz nào pode ser um número inteiro, 


128) (PUC/SP-82) Sabe- 
números irracionais 
Um exemplo é: 


a) 412.43 = 36 
c) V3 41 = 43 
€) 4/245 = ү6 


8€ que о produto de dois 
pode ser um nümero racional. 


b) Va Jo =./6 
d) 422 « Jg 


129) (Colégio Naval-99) Dos nú : 
Г. 0,4333... cs 


IL. 0101101110... 
ш..2 
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IV. oO entre o ` “nt 
comprimento e o diâmetro de uma 

mesma circunferência. 

São racionais: 

a) Todos 

c) Apenas 1 deles 
e) Apenas 3 deles 


quociente 


b) Nenhum 
d) Apenas 2 deles 


130) (Provão-98) Assinale a única altem 
verdadeira, a respeito de números reais. 

a) A soma de dois números irracionais é sempr 
um número irracional. ` 
b) O produto de dois números irracionais 

sempre um numero racional. 

c) Os números que possuem 
decimal periódica são irracionais. 

d) Todo número racional tem uma representação 
decimal finita. 

e) Se a representação decimal infinita de um 
número é periódica, então esse número é racional, 


tiv; 


Tepresentaci 


131) 


(Colégio Naval-87) O número 
y 3 4+ ЗА 6 está situado entre: 
81161,5 b)l,5e2 с)2е2,5 
d)2,5e3 е)3,5е4 


132) (Colégio Naval-98) 


SEE 


c)4c6 


número que está entre: 
а) 0е2 b)2e4 
9) бе8 e)8elO 


133) (Vunesp-94) Sejam x e y dois números rea 
não nulos e distintos entre si. Das alternativ? 
abaixo, a única necessariamente verdadeira é: 
а)-х<у bx<x+y с)у<ху 

d) xy e) xX-2xy+y>0 


134) (FGV-83) Sejam a, b e c números rai 
quaisquer. Assinale a afirmação verdadeira: 
3)a»bea >b? ba>beac>hc 


Que PE dj En tt 


Ja =p? Sa=b 


а+Ь а b 


E conta” 
135) (Fuvest-91) Na figura estão represent, 

A i SY 
geometricamente os números reais 0, X ? 
Qual a posigáo do numero xy? 


0 x y l 


ados 


a) À esquerda de 0. b) Entre 0 ex 
e) Entre x e y d) Entre y e 1 
e À direita de 1. 


136) (Fuvest-92) Бе-4<х<-1е1<у<2, 
> 


então aye = estão no intervalo: 


1 
а) 1-8. 91-2--1 91|-2.-Ц 
1 1 
918-351 91-1 -> 
137) (Colégio Naval-98) Observe as afirmações 


abaixo sobre os números reais x e y e assinale а 
opção correta. 


1 1 
1. =< у, então x» —, xy «0 
х 4 


UL. x? > y, então x» Jy 


а) Apenas] é falsa. 

b) Apenas II é falsa. 

с) Apenas Ш е falsa. 

d) I, II, Ш são falsas. 

€) Apenas Те П são falsas. 


138) (Colégio Naval-88) Sea e 


3) (Co b sáo números 
reais diferentes de zero e a - b > 0, entáo, 
necessariamente, 
а>” Ыар  Q3,5,5 

b ba 
da-2«b-2 е)1-а<1-Ь 


139) (ITA-95) Uma vez 


ЫШ; i que, para todo x2 len 
E N, vale a desigualdade x" > n(x — 1), temos 
como conseqüéncia que, para 0 <х< 1 епе № 
tem-se que: i ; 
ай! [n(1 + E 

Da siasi хур 

Dx ac ay? 


a C Da oar! 
а 


140) (Unicamp-94) 
a) Se a; é 
raiz ! € um valor 


aproximado por excesso 
quadrada de um Р с 


número inteiro ЇЧ > 1, isto е, 
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N, ; 
ау > JN, mostre que — é valor aproximado por 
a 


1 


N А SUN URS 
falta da mesma raiz, ou seja. — « JN. 
a 


x "UMS N 
b) Mostre quea média aritmética аз entre a, e — 


também é uma aproximação de VN por excesso. 
isto é, a) — ММ 7 0. 

c) Mostre que az é uma aproximação de yN 
melhor do que aj, isto é, N< a» < aj. Mais do 


i v 8,- NN 
que isto, mostre que a» — М: ж. CUA 


. vale 
dizer, o erro que se comete aproximando yN por 


a» 6 menor do que a metade do erro da 
aproximação anterior. 


141) (Provão-98) Um aluno deu a solução 
seguinte para a inequação abaixo: 


(+33), 
x-1 


(1) 
(х +3) (x-2)>x?-x (2) 
x +х-б>х?-х (3) 
х-6>-х (4) 
2x »6 (5) 
x23 (6) 


Mas 0, por exemplo, satisfaz a inequação (1) e 


náo é maior do que 3. Assim, houve um erro na 
passagem de: 


a) (1) para (2) 
b) (2) para (3) 
c) (3) para (4) 
d) (4) para (5) 
е) (5) para (6) 


142) (Provão-98) Se x? > 1, então: 
а)х>2 +] bx=+1 o)x21 
dsZzlouxs-1 ex<lexz-1 


143) (Colégio Naval-83) 


Sendo 
Ашіхе N/x! -4=0), 


В-іхе2/-2<х<5! e 
зы EE 2 
C-(xeZi0 «3*2 <5у 
» 


O conjunto AU(BNC) é: 
300.) b)f=2,2,1) су{—2, 
2 


1,0,2) 
%4-2,0.3,5) е) -2, 


0,2,4) 


uff 
os Intervalos 


'ensidere e 
xe as segumtes 


мев 12.4] © 


: о i 
pra todo x € A existe y е B tal que 

1 рага 

xy: | | | 

existe x е А tal que, Рага todo y € B 

NES T" 

para todos X € AeyeB.x Sy 


v. B tais que x $ у. 


existemx € Ae y € 
Então: А 
alétaisa  b)lléfalsa с) Ш е falsa 


dy IV éfalsa e) todas são verdadeiras 


145) (Provão-2001) O conjunto das soluções da 


lex ; 
inequação i zis 


-х 
a) [0. >) b) (0, 1) с) (1, o») 
d) (72, 0] е) (о, 0 u (1,00) 


146) a) Mostre, por meio de um exemplo, que 
existe um número irracional а tal que оё e 
a” são números racionais. 
b) Mostre que, se a” e q!” são racionais, 
então о é racional. 


147) а) Mostre que 444 245 =1+ 45. 
b) Mostre que, sendo а, beaà – b nümeros 
racionais positivos, então vale a identidade: 


Ur m p А 
2 3 5 


conhecida como 
с) Obter racio 
A 


“fórmula do radical duplo", 
паз а e b, de mo 


do que 
418-842 =asby3. 4 


148) Seja X um conjunto Ordenado qualquer 


Provar que, sendo a e b 
Tovar que, element: : 
a+b=0csa=b=0, ж. 


149) Provar que: 0 < 
gib Те eb SERE. 
vp Ya Se OW b. Provar também que 
sendo a e b Positivos: | 
rr acb 2 ix 
abi: cab a+b 
Um ей ын, 
150) Suponha.se 
р "Se que a, b, c. j 
um conjunto ordenado X E nr elementos ds 
Provar que: PENIS positivos 
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а+с € Е =ч 
—<— 
b+d d 


151) Suponha-se que a. b. c. d sejam Números 
racionais, que m e n sejam inteiros e que Усы, 
irracional, Provar que: y 
a ұрт =c+dUm e asc e b-d. 


152) Sejam а, b números racionais positivo; 
Prove que Ja + Vb é racional se, e somente s. 


Ja e 


b são ambos racionais. 

153) Um número positivo é somado com o se 
inverso. a) Qual o menor valor possível que pode 
ser obtido para tal soma? b) Sob que condição? 


154) A área de um terreno retangular deve ser & 
100 m?. Quais devem ser as dimensóes do terreno 
(comprimento e largura), de modo que o terreno 
possua o menor contato possível com o exterior? 


155) a) Sabendo que dois números somam 10, 
qual o maior valor possível para o seu produto? 

b) Com 400 metros de arame, deseja-se cercar UM 
terreno na forma de um retângulo. Qual а mai 


área possível que pode ser obtida em ШЫ 
condições? 


- . ^ iti E 
156) Sejam a, b, x e y números positivos, com ie 
b dados. Prove que, se xy c doge 
conhecida), a soma ax + by assume seu VÀ 

mínimo quando ax = by 


abc. 


157) Deseja-se cavar um buraco retangular сот 
m de largura de modo que o volume cavado ten é 
300 m°. Sabendo que cada metro quadrado 
abertura custa 10 reais e cada metro : 
profundidade custa 30 reais, determi. 
comprimento е a profundidade do buraco: à 
de que seu custo seja o menor possível. 


Capítulo à. Hincóes 


21. DEFINIÇÕES INICIAIS 


Exemplos: 

a) Sejam C o conjunto de todos os clientes de um determinado banco e N o conjunto dos números 
naturais. Cada cliente de tal banco é “transformado” num número de 11 digitos (ignorando-se as 
separações de agência, de conta-corrente ou de digitos verificadores), que é o modo pelo qual o sistema 
de processamento de dados da instituição o reconhece. Pois bem. tal correspondência é um exemplo de 


uma função dos elementos de C nos elementos que estão em N, ou, simplesmente, uma função de C 
em N. Desta forma. por exemplo, o elemento João Firmino. de 
33722186286, de 


b) Com as mesmas notações do exemplo anterior, suponha-se que alguém tente criar uma função de N 
em €, de modo que um número natural seja transformado num cliente. É crucial notar que esta tentativa 
não surte efeito. uma vez que comporta exceções, isto é, números naturais que não são associados a 
cliente algum (pois as contas devem ter 11 dígitos). Perceba-se que, embora não haja ambigüidades, ou 
seja, um mesmo natural não é associado a mais de um cliente (dois clientes distintos não podem possuir 
mesmo número de conta), não é possível construir uma função de N em C, nas condições dadas, já que 
“sobram” elementos no dominio sem imagem, o que a definição de função não permite. 


É usual atribuir a denominação relação binária a uma associação qualquer entre entes de um 
conjunto e objetos de outros conjuntos, sem as restrições avessas a exceções ou ambigüidades que uma 
função possui. Desta maneira, quando uma relação binária entre elementos de um conjunto X e 
elementos de um conjunto Y satisfaz a duas determinadas condições (nào ambigüidade e nào exceção). 
tem-se o caso particular em que a relagdo de X em Y recebe o nome de função de X em Y. 


c) Sejam dois segmentos paralelos e nào congruentes, M = AB eN=CD. Chamando de P a 


interseccáo das retas АС e BD , Considere-se a correspondéncia que leva cada ponto X de АВ ao 


ponto Y, de CD , em que a semi-reta PX corta CD . Observe-se а figura. 
P 


E imediato perceber que a cada elemento (рио) X de M faz-se corresponder um ünico elemento 
Y em М, sem exceções nem ambigüidades. Deste modo, define-se uma função de M em N. Chamando 
Lal função de f; utiliza-se а notação f (X) = Y para indicar que o elemento X, do domínio de / (o 
Conjunto М), foi transformado no elemento Y, do contradomínio de f (o conjunto М). Uma outra 
maneira de indicar esta transformagáo é utilizando a simbologia: 


i ; X Y - f(X). 


Diz-se que Y ёа imagem (ou seja, o resultado da transformação) de X pela função f. 


d) Ainda de acord 


A H 6; A $ 
M o com o exemplo anterior, é importante perceber que é possivel obter uma função de N 
em M, de 


forma análoga à correspondência anterior. Noutros termos, como a cada elemento de N 
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CD. tem-se, também, uma função g: N => M беп 5 
о será visto mais adiante). 


— 


M PA 


o elemento de Қым 


ig-se um ÚNIC к 
3-se um Fdo exemplo anterior, 


¿sont Бик de 
Jis pedpe Кере primo]. Associando-se um RE “a дйн is 
1 eP=t não é obtida uma função de A em P. е fato: ocorre uma ex 
imos "p" em P. nota-se ане E nào é associado a nümero algum (não tem imagem); como y 
| nào possui fator primo. og isto que 12 tem dois fatores primos distintos (2-2 3 

há também ambigiidade, visto q is de uma imagem. Tradicionalmente, é M 


ini ai 

emo eleme do domínio tem ma » £ ; E | 
mesmo elemento mais genericamente, uma relação) por meio de diagramas de Euler-Ve,, 
ação (ou, , 


de modo a conectar os elementos do domínio às respectivas imagens yy 
ME uando estes conjuntos fundamentais (domínio e contradomínio, yy, 
: plo não seja uma função, pode-se representá-la como segue, 


a 4-7 11.4. 5. 


сес, 


entar uma fur 
dos por meio de 
dominio, principalmente 
os. Assim. embora a relação deste exem 
A P 


E 


Z- 


Como será visto no item 2.4, outra maneira (mais eficiente) de representar uma função (01 
mesmo uma relação) é por meio de seu gráfico. 


f) Considerando agora os conjuntos X = (1, 2, 3} e Y = (1. 2. 3. 4, 5, 6). Pode-se definir uma função 
X > Y, em que y = f (x) = 2x, isto é, que leva cada elemento de X ao seu dobro em Y. Perceba-se que 
embora “sobrem” elementos em Y sem seta, de cada elemento de X sai exatamente uma seta. Portanto. 
qualquer elemento de X (sem exceção) possui exatamente uma única imagem em Y (sem ambiguidade). 


X Y 
f 


8) As teclas de calcula 


doras (princi 
às de ci 
contradomínio implicit 


palmente as c 
05). Por exem 


С v 
tentíficas) estão repletas de funções (com domin 


plo, é possível encontrar a tecla 
QUE serve para extrair rui 
raiz, 
isis eros reais nào negativos. É fundamental T И 
na K 
mes 01), cujo domínio é ay (ои qualquer outro nome, como f X ^ ^ jy 
“esmo К.) Ou seja, a tecla aci © © о conjunto R, e cujo contradomínio pode 


Subentende a função ҮЙ УВ. өндеуі. 


ие * 
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T Capítulo 2. Funções 


Dm verdade, as escoltas de donunio e de cont ademine devem ser feitas de modo que sejam 


observadas ах condições para a decido de uma função. Normalmente, procura-se definir o “maior” 
dovuma D possivel, de modo que qualquer outro dominio D*. que Таға а relação binária virar uma 
correspondencia funcional, esteja contido em D. A este habito da-se o nome de regra do domínio 
maximo É praxe, no caso de funções numericas elementares de uma variável (objetivo deste curso), 
atirar subeenjuntes de R, no dominio, e o proprio R (ou um seu subconjunto) no contradomínio. 
Quando se digita o numero 1024 na entrada da calculadora, o que se está fazendo é “atacar” (com 


fins de transtorma-lo) um valor especifico do dominio da função. Ao teclar y (ou ENTER, conforme а 


calculadora), obtem-se a imagem (saida) do valor inicial. Tal resultado, 32 no caso, é a imagem de 1024 


pela função y ЕССІЗ corresponde à (única) raiz quadrada (real) de 1024. 

Caso se digitem, em sequência, "11 27 =“, obter-se-à o valor — 16. Daí, ao teclar air aparecerá 
uma mensagem de erro, Isto se deve ao fato (simples, porém importantissimo) de — 16 não ser um 
elemento do dominio da tunção raiz quadrada. Portanto, tal função nào pode gerar uma saída (imagem) 
para este valor. Curioso notar que uma alteração do domínio e do contradominio da função para Re C, 
respectivamente, criaria uma outra “função”, a qual geraria dois valores como saida (ambigüidade): 4i e 
= 4. sendo i à unidade imaginária d =- 1). No passado, chamava-se uma “função” assim, s кәс, 


m ` . 2 4 , ГА Ве 
com у= үх (ou mais precisamente, y7 = х), de função plurivoca (ou multivoca). a qual permitia 
ambigúidades. Atualmente, porém, reserva-se o termo função apenas para aquilo que, antigamente, era 
denominado função univoca, qual seja, à que não permite imagens duplas. 


MA teclas ix ou х) 


tal função q, tem-se a 


transforma um número real não nulo no seu (único) inverso. Denominando 
função O: R* > R. dada pela lei у = Ux. Quando se entra com o número x = 5, 
obtém-se у = 0 (3) = 0,2. Quando x = 0,2, tem-se y = Q (0.2) = 5. Note-s que q (0) não está definido 
(nào existe). Finalmente, ressaite-se que não deve haver confusio quanto à simbologia y = q (x). em que 
X é um elemento qualquer de dominio da função e y è a respectiva imagem de x, pela função q. Além 
disso. embora as letras mais utilizadas em Matemática para estes fins sejam x e y, nada impede que se 
usem outras. O importante é habituar-se 


ao simbolo u = q (v): agora, u € a imagem de v por q. 


Uma metáfora interessante é comparar uma função a uma máquina de transformação. como 
uma máquina de moer came, que transforma pedaços inteiros de came em came moida. Ou ainda como 
uma máquina de bater açaí. a qual transmuta caroços de açai em vinho de açaí. Como toda máquina de 
transtormação, três coisas devem estar muito bem definidas: 

| 1. О que a máquina aceita na entrada: carne. açaí. números reais. pontos de um segmento de reta, 
clientes de deierminado banco. ete. O importante é que uma máquina só funciona bem (produzindo os 
resultados esperados) quando a entrada (o insumo) for correta (correto). Nào se pode esperar o produto 
Pie ыы se ае came ыы de bater açaí. No conceito de função, а boa definição 
speito ao domínio da tunção. 
5 iaces a iguiña produz na sua saida. Corresponde ao contradomínio da função. É necessário 
Asim hend ES Unção, para que haja uma espécie de previsão da natureza das imagens (dos resultados). 

+ 120 se permitem saidas que não as esperadas (possiveis). , 
шылы а transformação efetivamente produzida pela máquina. Noutros termos, o que a 
[жузда ү | faz. Liquefagào. moedura, inversão de números. extração de raizes quadradas, 
Мек * e velocidade instantánea ou do PIB de um certo país num determinado ano, еш. 

efaücamente, corresponde a lei da função, а quai pode ser dada por uma expressão matemática 
ехрпеца (em geral, equações) ou nào. 


P 
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x 
ENTRADAS 
(DOMÍNIO) 


f 
MÁQUINA 
(FUNÇÃO) 


_ SAÍDAS 
Y =£(%) IMAGENS) 


ы і 5 nceito de imagem 
Não há de confundir-se o conceito de função f com o de f (X), isto €, oh кыса Fade adi 
de um elemento x do domínio produzida por f. Noutras palavras: fé uma coisa ( ? 
(é o resultado da transformação de x por f- a imagem de x por f). TR 
А A A (мас? 242 97% à “função g (07 775 
É comum. entretanto, fazer referência à “função / (х) = x — 3x +2” ou à funcào g (t) 3+7 
A ; е мейес fe 
: E : te ere ão as respectivas leis das funçães / 
Embora, a rigor, tais expressões estejam erradas, pois f (X) e g (t) sào as respectivas le БОМ ық 
g. isto é, as imagens produzidas por tais funções, aquelas frases são consagradas pelo uso. Da Г acis 
deve-se ter em mente a regra do domínio máximo. Caso seja preciso (ou conv 2. S nui 
corretamente as funções f e р. pode-se fazê-lo atentando para os valores de entrada que caca zm я 
А 44 E А ` қ д à Й == J.-E 
Vê-se que, nestes exemplos. a única restrição é па função р. que não aceita o valor t 5 кал 
dominio (já que ndo existe divisão por zero). Assim, o correto (embora pedante, em certos caso 
escrever: 


“A função f: R > R, definida por f(x) = x! Эх +2”. 
.. 1 t t ! 22 
A função р: R - (— 3/2) > В, dada pela lei g (t) = 342 ^ 
1+2 ; 
| 3 ап. 
е не mais uma vez, que a natureza da lei de uma fungáo é completamente ug m 
podendo ser uma equação matemática ou mesmo j Y І ic dM 
s 1 smo um conjunto de palavras, desde que 
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também totalmente arbi 


trária. Deste modo, números 


3 dos € 
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x S Ú 4 
de funções. As duas pri em números ге 
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; р Р ; especie 
215 € vice-versa, gerando as mais variadas uam 
eal de variável real e as transfor' i 


a эгет, 4 ; 
urso elementar. Deve-se destacar, PO i 


de funções, em „а 


em vestibulares mais difi 


j mesmo a mai 
арыны S de um 


a А almente 
ITA é IME), a variável, algumas eventu 
Exemplos: 
a) Considere-se a fun 
ü ção fde R? =Ry ; 
ne 3x — Ay, Por simplicidade. Гу еселі definida 
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і escrever” 

por f [(x.y)] = 3x — 4y. É comum С. ys 
s. C 
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neira, f transforma pares ordenados de P а ор” 
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Capítulo 2 Funções 


ordenado (х. у! sempre há um único valor associado: 3x — 4y. Assim, por exemplo, / (2, 4) = = 10 c /(6. 
9 -18 

~ E , ] $ 
b} Seja g: R > C a função complexa de variável real. tal que g (X) = x + xi, em que i =- 1. A cada real 


x associa-se um unico complexo x + xi, de tal sorte que g (3) = 3 + 3i 


e — 7 transforma-se em 7 = 71, 
por exemplo. Assim, de fato, g é uma função. 


с} A função M: C => R, dada por M (7) = |z] . que transforma um número complexo qualquer em seu 
тошо, é um exemplo de uma função real de variável complexa, lembrando que cada numcro 


complexo possui um único módulo. o qual, por sua vez. é um número real não negativo. Por exemplo. М 


а= = Уг S42 ем 580207 |-59 121) = (5) +12 =13 


сі Sejam e um eixo orientado e R o conjunto dos números 


is. Conforme visto na definição de R, 
aceita-se а existência de uma função О: e — R que associa cada ponto de um eixo orientado a um único 
numero real, bem como a de uma tunção q: R > e que leva cada número real a um único ponto do eixo 
orientado. Mais tarde, será visto que as funções Q e p são denominadas funções inversas uma da outra 

* 3 2 ij : — 
d) A relação h que leva pontos de R? em pontos de RÌ, de acordo com a lei h [(x. y. 7)] 


(x+s +ZNNXtY +2) não define uma função de R° em R?. De fato, embora (1, - 10. 0) seja um 


elemento do dominio R°, a sua “imagem” por h, C 9. 4-9). nào está definida, pois C 9. J- 9) а К. 


Cabe conhecer (ao término deste curso) as definições e as propriedades válidas para qualquer 
espécie de função (tais quais a igualdude e a tipologia), bem como aquelas mais específicas (tais quais a 


paridade e as propriedades gráficas), que valem apenas no caso em que se tem fungáo real de variável 
real. 


2.2. IGUALDADE DE FUNCÓES 


De acordo com o exposto, chega a ser intuitiva a definição de igualdade de funções. Duas 
funções f: A — B e g: C — D, dadas respectivamente por y = f (x) e y = g (x), são iguais quando 
e A =C e B=D, ou seja, têm mesmo dominio e mesmo contradomínio; 


e f (x) = g (x), V x e A (= C). Isto significa que um elemento qualquer do domínio comum ás 
duas kincses possui mesma imagem, quer por f, quer рог g. Noutros termos, as funções / c 
realizam a mesma transformação. 


Assim, as “máquinas funcionais” f e g são. na prática, a mesma máquina quando aceitam 
exatamente as mesmas entradas, quando geram os mesmos tipos de saída e quando realizam o mesmo 
tipo de transformação, ou seja, se uma mesma entrada é 
independentemente da máquina utilizada. 

Quando / e g são iguais, diz-se, alternativamente, que as funções fe g são idénticas 
Exemplos: 

a) As fnm R > R e g: R э R, de leis /() = x? — 6x + 8 e g (х) = (X — AN — 2) são iguais, visto 
que x! — 6x ~ 8 = (x - 4)(x — 2), para todo x real. E 


é posta em f ou em g. o resultado é o mesmo 


b) As funções f, р: R^ > R (uma forma opcional — um tanto económica ou ` “preguiçosa” - de escrever 
que fe € g possuem mesmos dominio e contradomínio), definidas porf(x.y) "x -y' eg (v, y) 


“(x 
YAN. + xy + y“) são idênticas. Tanto faz calcular a imagem do par ordenado (2, 3) — assim como de 


qualquer outro — por f quanto por g: o resultado é sempre o mesmo. No caso, — 19 


c) As “funções” / € х-2 
x4 (26-2) =x+2.ouseja. que as funções fe 
x-2 


х 

um cu dado extremo com este tipo de 
n oec 1 

suas leis Para co neco 


funções respectivas, / © 
de este abuso de linguage 
crever corretamente ca 


g são iguais. No entanto, deve. 


afirmação, uma vez que a definição de igualdade de funções 
de conversa, as expressões de f(x) e de g (x) não 
g. consoante dito anteriormente. Assim, g (x) = у 
m ser extremamente comum. Caso se utiiize a 
da uma das funções dadas. Deste modo. f R 


se ter c 
não se restringe à igualdade de 
devem ser confundidas com as 
= 2 não é a função g, apesar 
regra do dominio máximo, pode-se es 


-4 


үзү > Rode lei f(x) = ea R > R, definida por g (x) = X + 2, são, de fato, as funções fe р 
E Ed ` 7% UM 5 


X- 2 . c 
Fica evidente por que / ж g: embora ambas realizem a mesma transformação (qual seja, transformar um 
elemento do dominio em um outro número real, duas unidades superior), e possuam mesmo 
contradominio. não têm mesmo domínio. A definição de igualdade nào é satisfeita. Embora g (2) = 4,/ 
(2) não existe, sendo impossível, de tal modo, que / (2) = g (2). Isto ressalta um dos problemas de 
confundir uma função com sua regra (lei). 


eve-se notar que, agora sim, f = 9%. Note-se, porém, que g* + g, por possuírem domínios distintos 
Observe-se, tambem. que o domínio de g* é um subconjunto do domínio de g. 

E que foi feito neste exemplo € muito comum e deve ser destacado. Dada uma fungáo qualquer / 

X= Y. de lei у = f (x), denomina-se restrição de fa um subconjunto X* do seu domínio a função / 


IX X*5 Y. defi - 

2. 4. рог (ixo (х) = f (X). para todo x e X*, Neste exemplo, portanto. g* é uma 
Іші unção в (do exemplo anterior) ao conjunto R — (2). Perceba-se que uma re cdo de uma 
uncáo dada. deste modo, utiliza a mesma re e E auc n 


À ra da funçã iei 5 mE ER. 
scu domínio (campo) de abrangência. Р unção original, apenas “diminuindo”, restringindo 


d) Ainda de posse do exemplo anterior, caso se defina a função g*: К — (2) — R, tal que g* (х) = x + 2 


Analogamente, dada função £ 
superconjunto de X). diz-se E 22. o por y = f(x), qualquer, sendo A > X (A é um 
Logo. g é uma extensã Ff А — Y. com a mesma lei y = у ; 

. ensáo de g*. N E sma тегу = f (x), é uma extensão de / 
in 8”. Naturalmente, uma mesma função admite, via d ) $ extensao bi 
$ + Via de regra, muitas restrições 


f) Caso se utiliz 

2 МАСТ as restrições у. 
igualdade J, = p. de tais restri n 
Por h (x) = Ix e 


Sem utili + > R das funçõe : | | 
ғ Criando uma біне utilizar restric ções do exemplo anterior, ocorrerá à 


dies ções, é a dur 
ào idéntica af hey € Possível definir a função h: R > R, definida 


Q. com g (x) = og à de funções 


Р 5 D ando-3- 
Vamente, out ‚ Sim. Ірпогап 


Su istintas) da funca emplo f: N — N, em que / (? 
“Urge ао não explicit unção obtida pela regra do domini? 
ar dominio ou contradominio de uma 


função, 


- —————— ынндыны | LL. Capítulo? Funcdes 
Bí Ах expressões (ou funções, com o já conhecido abuso de linguagem) f(x) = sec x - tg X € pg (x) 
1 


х x: são iguais (ou idénticas, termo mais utilizado para expressões genéricas) ет todo 
SCC EN 


dominio comum. Isto significa que, se as duas expressóes fizerem sentido (estiverem bem definidas) em 

R. se iem / (X) = g (X). Em certos casos, é conveniente ressalvar qual é este domínio comum, Para tanto, 

utiliza-se о dominio máximo, bem como restrições de definição das razões trigonométricas em jogo 

Deve-se impor, neste caso, que x # 7/2 + Кл, para todo k € Z, a fim de que sec x e tg x estejam 

definidas, hem como que sec x * - tg x, para que g (х) exista. Assim, sen x deve ser diferente de - 1, 

tato já englobado pela restrição precedente, Finalmente, pode-se afirmar que as funções f(x) = sec x- tg 
\ 


xeg(x)=-— são idénticas. V x e R- (1/2 + ka, k e Z}. 
sec X + tgx 


2.3. FUNÇÕES IMPLÍCITAS 


Em praticamente todos os exemplos vistos até o momento (nas funções a uma única variável). a 
regra que associa um elemento x do dominio de uma função / ao elemento y correspondente do 
contradominio é dada através de uma equação do tipo y = / (x), em que se tem, simplesmente falando. a 
variável dependente y explicitamente isolada num dos membros da equação, sendo que o outro membro 


contem uma expressão que encerra tão somente a variável x, dita independente. Claro, como já foi dito 
precedentemente, não são necessariamente estas i 


le a representar tais variáveis. Mas o importante é 
que se tem uma “receita explicita” de como deve ser obtido o valor da imagem de um dado elemento do 
dominio, estritamente dependente do valor da variável independente. Como explanado, deve-se lembrar 
que tal elemento pode ser um número. um ponto. uma sequência numérica, uma matriz, ou qualquer 
ente. Estas são as situações elementares mais comuns. 

Em certos casos, principalmente em Cálculo, mas também presente em outras situações (como 
em Geometria Analítica). é possível, contudo, ter-se a lei da função dada de forma implícita. Basta, para 
isto, não ocorrer o que foi dito no parágrafo anterior (ou seja. basta que haja uma “lei explicita”). 
Quando se escreve a regra de uma função sob a forma y — / (X) = 0, simplesmente, já não se tem mais y 
explicitamente em função de x. Diz-se que y é uma função implícita de x, apesar de ser melhor entender 


que y está em função implicita de x, uma vez que se pode “explicita” y novamente, neste caso. É só 

isolar a variável dependente. 

Exemplos: 

a) A equação 3x — 4y + 5 = 0 define implicitamente uma função (afim) y = f (x), a saber, f: R К, dada 
Жж 3х 5 

(explicitamente) por y = Fi + q 


b) A equação u.sen v — u + 7 = O define, implicitamente, uma função (transcendente, mas não vem ao 


caso) и = g (у). qual seja. g: R — (1/2 + 2kz. k e 7] R, dada, explicitamente, por u = e: 


==. Note- 
| ; A N: 1-зепх 
se que foi aplicada a regra do domínio máximo, uma vez que sen v # 1. Obs 


1 : 1 б н Не ve-se que, quando sen v = 
‚ а equação original transforma-se numa impossibilidade, ou seja, não define função alguma. 


Em algum: 


iuações, uma mesma equação pode definir implicitamente mais de uma função 


xx dr d. = ack : 

с) A equação x + y = 1 define pelo menos duas funções (de domínios máximos). v = / (x). a saber: /, 

[- 1,1] > R.. dada por y 2 v1-x^ifi[- 1. 1] -> Ro, dada por y = - у1- x? , Naturalmente, ignorando 
à regra do dominio máximo. há uma infinidade de outras funções (distintas das anteriores) dadas 
implicitamente pela equação fornecida, tais como: fu |- 1,0] -> R., dada por y = A Е xo fa 10.1] > 
у etc. Mais um problema de nào ressaltar-se o dominio de uma função. 


R.. dada por y = - 1-х 
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"m, Conforme 4 


is geral. diz-se que uma função implícita assume а forma F (xi, s, ЖЕ 

tais geral. Ж Р 
embro uma expressáo matematica qualquer ar incogmitas Diz-se que tal Curas da 

neme m press i À à; cen 22 

nte, uma variável (ou mais) em tunção das outras. Por exc mplo, х; / (x БК, ‚у, 

ме, uma va ( 

T y us z =1 (su erficie esférica de centro na onpem c raio unitário, NUM state 
+ : F > 


ira 
nal Oxyz) define implicitamente (dentre outras) duas funções de ууу: р > R, 


dada por 


ez: D > R. dada por z: = - ү! -x «y! | sendo D (o dominio de ambas) o comuna 


11 (disco do plano хОу). Cada uma destas funções explícitas é um hemisfério da ester 


saltar que, embora as funções implicitas sejam dadas por mero de equações nem 
> > 

sões implicitas. Por exemplo, а equação x? 4 y +11 

ima, no campo real. Em verdade, tem-se que х жу + 11 20, 


ação Tomece = 0 não define fonia 
Vx.yeR 


24. GRAFICO DE UMA FUNÇÃO 


FAS B uma função qu 


alquer. Denomina-se gráfico de у, 
to de AxBe 


onstituido pelos Pares (x, / (х)), 


indicado por G () o0 pto 
Sendo x um elemento qualquer de A dm 


О (й = (х,у) Ах В: ASIAN 


ісе são ieu 8 


disse e 


Somente se, SCUS pr 


Айсок forem iguais 


Ang UAIS. OS gráficos são trivialmente iguais, pots se trata do fato de o yrafice 
Ser um conjunto univocamente determinado, isto é, uma (mesma) fundo só pede possui? 
E Suponha-se, agora, que A Be E C — D sejam duas tunções tars que Gf 7 0 
esmo gráfico. Então, por definição. (хуу C x Div BUDE T Ls yl e AxH y7/ 
«УӘ de G (2). tem-se que: | | 
у) ес (0) -x* e 

€ А, analoramente. 
SC.N* едо yt 
ESTO par, (хе 


omando um elemento (x* 
à = C қ 
Lx" я C (pois ix. 
y*eD= уж 


- Para cada х* 


A (Pois G (= G WM, por lupótese). Logo, CCA 
Ass D c в. 

(к); 
(YT). também está e 


Como este m 
tomia q 


ue m GU pois GUY = 0 (3) conclui se da test 


* de A убы NO, 
ж. ul { ` n 
| E | СО que A = C: de Hle IE chega-se à Bo Doe finalmente de HT e ! 
L yt e VEC) Log 


0. / = E 


—— msi 
O proceed ! 
i cedimento ORAR ` m 
шо6 via de regra. ү v» Топ o gráfico de uma função real de моле real; mesmo eben м 

К cimus igi pes 

UPS. como afins а ndo ser em alguns Casos especificos (e muito importantes) de P pe 

2 al >, Uagr “ж, ZI 

Suadraticas, EXponenciars, logaritimeas, bem como de анде idi 


00 


> — - Capitulo 2. Funções 
transformações peométricas, conforme será estudado ao longo deste curso. De um modo bastante geral 
porém, € possivel construir o gráfico de uma função através de uma certa quantidade de pontos (ás 
vezes, muitos). ligando-se tais pontos em seguida. O problema consiste em como é Гепа essa figação. 
Caso se tenha uma previsáo do aspecto genérico do gráfico (se é uma reta, ou uma parábola, ou uma 
exponencial, se é crescente, decrescente, se é cóncava ou convexa, etc), o esboço obtido “ligando 
pontos” torna-se mais próximo do gráfico real. Senão, pode-se obter uma curva distante do gráfico da 
função. 

O Cálculo Diferencial fornece ferramentas bastante úteis para construir (ou pelo menos esboçar 
de modo satisfatório) o gráfico de uma função real de variável real, Essas técnicas, porém, fogem ao 
escopo deste curso, sendo estudadas em separado. 


TEOREMA: Um subconjunto G do produto cartesiano é o gráfico de alguma função /: A > В se, е 
somente se, para cada x € А, existe um único ponto (x, y = /(x)) е G. 


А demonstração é trivial, oriunda diretamente da definição de função, mas fica como exercício 


(pode-se usar o método indireto. Tente!). Para o caso de uma função real de variável real, este teorema 
pode ser enunciado da seguinte forma: 


Um conjunto G de pontos do plano cartesiano é o gráfico de alguma função real de variável real 
f. А > B se, e somente se, foda reta vertical (paralela ao eixo das ordenadas) por pontos de À intersecta 
G em exatamente um ponto, 

Enfim, cabe destacar que “um gráfico vale por mil palavras”. Muitas das informações, técnicas 
ou cotidianas, são passadas pelos meios de comuricação via gráficos. Daí, faz-se imprescindível saber 
ler um gráfico, o que significa interpretá-lo corretamente. Deve-se saber associar os valores do domínio 
com as correspondentes imagens e vice-versa, conforme o caso. Para tanto, é mister utilizar 
corretamente retas verticais e horizontais. 

Uma reta vertical passando por um ponto xo do domínio de uma função (ou ainda de uma relação 
qualquer), ao intersectar uma curva representativa da relação (funcional ou não), determina o (s) valor 
(es) associado (s) a xo. Analogamente, uma reta horizontal qualquer passando por um valor yy encontra 
(eventualmente) a curva em pontos os quais determinaráo valores do domínio que, porventura, tenham 
imagem exatamente igual a yo. 

Deve-se, a todo custo, evitar o analfabetismo funcional, que traz, intrínseco, o ônus da alienação 
ou da opressão. A propósito, é também indispensável dominar (ler, interpretar e escrever) a língua mãe, 
pelo menos. 

Exemplos: 

a) O gráfico a seguir indica, pelo menos, que /(- 2)=3,7(0)=— 1 e f (3) = 2. Mostra, também, que 

tanto — 4, quanto 1 e 2 possuem mesma imagem: — 2. 
y^ 


Wm  J[/ mecs RE RS M 


Capítuto 2 hiis 
de uma fungáo real de v l real. De fato, те у > 
“ж que esta reta corta о ехо das abscissas, tal Ponto 


definição de funções. 


pode ser o É 
pelo pon to 
que contrarra а 


b) Uma reta * ertival jamais = 
domínio seja formado unicame a 
possuirá infinitas imagens distintas, 


Qual é a imagem de — 4? 

— 3, 1 ou 5? Ou todos os 

reais? : : 
c) Uma circunferência À, centrada na origem de um sistema cartesiano e com raio 1, não pode 
representar о gráfico de alguma função real de variável. Caso о domínio da candidata a função com 
gráfico nesta circunferéncia contenha propriamente (seja "maior" que) o intervalo D = [— 1, 1], entáo 
haverá exceções. Graficamente, isto significa que as retas verticais pelos pontos externos a D não 
intersectam a curva. Caso o domínio da candidata a função de gráfico À esteja contido em D, nota-se 
que qualquer reta vertical passando pelos pontos do domínio intersecta a curva em mais de um ponto. 
Daí. surgem as ambigüidades. Portanto. 2. não pode ser gráfico de função real de variável real. A 
propósito, prova-se facilmente (será feito em Geometria Analítica) que a equação que define A é х2 + y 
= 1, Quer dizer que um ponto pertence а 2. se, e somente se, satisfaz esta equação. Note-se, finalmente, 
que esta equação define funcóes implícitas. Nenhuma destas funcóes, contudo, tem por gráfico a 
circunferência 2. por completo. 


e а 


As retas verti 


indicam ponto: 


ue 


98 gráficos de fu 


não 
omínio em 


Intersectam а curva) 
que ocorreriam 
аз indicam que 
como imagem. 

se qué 
x > m E: ase 
nções reais com dominio real. регсеЁ 


nào aparec қ ^nic 10. 
aparecem) intersecta as curvas em ит único por 
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Уа 


Destaque-se o último dos gráficos acima. Mesmo possuindo “quebras”, denominadas 
matematicamente descontinuidades, qualquer reta vertical o intersecta em um único ponto. Notem-se os 
pontos abertos (excluidos) e os fechados ou cheios (incluídos). Uma mesma vertical nào pode cortar dois 
pontos fechados de um mesmo gráfico funcional. Todos os demais gráficos (por sinal, muitissimo 
importantes e que serão estudados detalhadamente durante este curso) possuem a peculiaridade de 
poderem ser completamente traçados (desenhados) sem precisar sair do plano do papel nem passar pelo 
mesmo ponto duas vezes. Quando uma curva possui estas duas características, é denominada contínua e 
simples. respectivamente às propriedades citadas. Obviamente, tais idéias nào servem como definições 
matemáticas formais, mas são convenientes ao propósito destas linhas, uma vez que o estudo rigoroso 
destas propriedades geométricas adentra nos domínios do Cálculo. 


d) A curva a seguir não pode ser o gráfico de uma função com domínio real, já que a reta vertical que 
passa por x = 2 não a intersecta. Portanto, ocorreria uma exceção: um número real, no caso, 2, não 
possuiria imagem. Esta reta vertical que não é intersectada pelo gráfico de uma função, mas que está 
“cercada” (de um lado ou de outro) de retas verticais que cortam o gráfico, recebe o nome de assíntota 


vertical do gráfico da função. Assim, a reta x = 2 é uma assíntota vertical da curva abaixo 


| 
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mesma curva pode muito bem ser о gráfico de uma função 
não criaria uma exceção em x = 2, uma vez a 


no entanto, que à 


É importante notar. 2 netit-caso, 


R- {2}. pois a vertical х = =.! 
ao dominio da função 
jitar que а "definicó 


juindo a defir ão ais i 
mportante que se tenha a seguinte noção: uma reta € dita assintota 


га e de em direcào ao infinito (ou seja, que te 

2. sopa pum dus in par он ame cada vez Mie diu 
eie nar “andando! sobre o gráfico. Andando sem parar, numa mesma: direção, sobre uma 
curva, aproxima-se cada vez mais de suas eventuais assintotas. Em certas ocasiões, a assintota corta а 
curva. mas isto não interessa. O que interessa é o comportamento ао longe”, como se a curva tendessea 
se confundir com sua assintota, no infinito. Desta forma, além da assíntota vertical citada, o gráfico 
acima possui. também, uma assintota horizontal, y = — 1; a qual, em tempo, não influencia no fato dea 


curva poder ou nào ser o gráfico de uma função. 


om dominio 


lor não perienceria 


tal val ~ dada acima para assíntota não é formal, já que o Estudo 


nicáo mais precisa) é inerente ao Cálculo (mais uma vtri 


Por fim, vale ressa 
as de uma curva (inc 


das assíntot 
deste curso, € ! 


Embora fuja ao escopo 


€) Apenas para informar que, em certos casos (nào elementares, contudo), assíntotas podem intersectara 
curva. bem como nào serem horizontais ou verticais (sáo ditas obliquas). Note-se que a função com este 
gráfico pode ter dominio real, mesmo com uma assintota vertical, bastando observar o ponto cheio 
destacado. ; 


Uma assíntota i É 
Todas vertical e duas assíntotas obliquas, nào horizontais 
$ intersectam a curva em um ou mais pontos | 


2.5. IMAGEM DIRETA € IMAGEM INVERSA 


Considere-se u 
se uma funçã ? 5 
Seja X um subcon ção qualquer f: A > B, 


OU apenas im; Junto qualquer Hay 
Ойно» imagem de X, o ШЫ Pul domínio: X c А. Denomina-se imagem direta de X рог}, 
? Por f (X). Em símbolos: as imagens de todos os elementos de X. Representa-Se 
Ј 


(X) = {у € B: 
"3x e Xy 7 f (x)), ou mais simplesmente, 


É importante perceber 


Precedentes | desde já x 
ipnifi 5. Enquanto sde Ја, a distinca NT 
ыр Ы " Jo К sunçã -— 4 : А | T 
igmfica a imagem (dir бін conhecido f (x) indica pos entre os símbolos f (X) e f (x) nas no nt 
| et; қ E a imape $ RA : x) 
2 Note-se també a) do subconjunto X do dan E do elemento x do dominio, O simbolo 
io. Scd . 


> а. сот? 
enjunto X do domínio. /(X) c B, em conformidade сот, 


б njunt m que X = а pM 
va O Im; ^. & a ^ 
"lores de f. sendo ev SS UNT de fé SiMplesme obtém-se o denominado conjunto imagem da funt dos 
Эетіріов: entualmente “mente denominado a imagem de /. ou ainda о conjunto 


representado por I 


т/-/(А). 
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a) Dada a tunção / (1,3,4) — N, definida por / (x) = 20 — Зх, tem-se que / (1,40) = (/U), / (1 = 
(17. = 284. bem como / (11. 3))= {/(1), /(3)) = (07, — 7). A imagem da função é o conjunto /(71, 3, 
(үре U (0). LO). / (4)) = (17, - 7, — 28). Como não podia deixar de ser, todas estas imagens estáo 
contidas no contradominio, М. Enfim, vale destacar a diferença formal entre f(x) e f(X). A rigor. / (4) é 
uma coisa, e f ({4}) é outra. embora esta diferença não tenha muitos fins práticos. Com efeito, / (4) = — 
28. enquanto f ((4]) = (- 28). Como já se sabe, — 28 + {— 28). Рог conseguinte. / (4) + / ((4)). 


b) Considere-se а função f: R > R, definida por f (x) = 2 — 3x. Determine-se a imagem direta do 
intervalo |- 1, 6). Para tanto, podem ser utilizadas propriedades básicas das desigualdades. 
-1<Х<6<>-18<-3х<3<>-16<2-3хХх<5<-- 16 </(х) < 5. 

Portanto, conclui-se ше/((-1,6))-(- 16, 5]. 

Outro procedimento muito ütil para determinar imagens diretas (e, mais tarde, inversas) éo 
gráfico. Suponha-se conhecido o gráfico da função. Para obter a imagem direta de um subconjunto 
qualquer do domínio, tracam-se retas verticais (que criam uma faixa vertical) pelos pontos do dito 
subconjunto. Tal faixa intersecta o gráfico em um determinado trecho, o qual, projetado no eixo das 
ordenadas, fornece a imagem desejada. 


-то 


с) Considere-se a função / R > R, de lei f(x) = x — 3x + 2. Calcule-se a imagem do intervalo І- 2. 3]. 
O melhor procedimento é determinar f ([- 2, 3]) através do gráfico da função. Suponha-se que ele seja 
conhecido. Neste exemplo: 


Assim, fica fácil concluir que f([- 2 3) == [- 1/4 2] Natur; і b 
К , A , е]. tu almente existe a via algé ric рага 
E к y C) a para a 
determinagáo da imagem direta encontrada. Deve ser ressalvado, entretanto que a simplicidade da 
Kis da Imagem direta normalmente é menor que via gráfico e que é muito útil um conhecir tento 
mais aprofundado da função em estudo (quad ática no sta análi m г 
à ` caso). E S > i 
iti : ) ta ai álise, portanto, é melho realizada 
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Capítu 
КИИНИН = аннан 102 тиц 
3. tem-se necessariamente f (Y) c A. É perfeitamente Possive 


para todo Ycl 
Y rS f (A) = 2, isto с, que Y nào tenha pontos m 


Como é trivial, 
Ø. bastando para tanto que 


também. que £N) 
imagem da tungáo. 
Exemplos: Й 5 
a) Dada а função / (-2, 21,0. l. 2.3) №. definida por / (x) = 2x^ — 3, tem-se que f (ES, ЕТЕ 
а possuir imagens em (5, 15). Também f^ '(65, 10, 155, 


эз únicos elementos do domínio | 
2. 2, 3). pois nenhum elemento do domínio tem imagem igual a 10. Tem-se que f 


y = (0, 1,- 1). pois / (0) = — 3, / (1) =- 1 7 f Cl) e nenhm 
2 ou a 0. Deste modo, vé-se claramente que /^ 0-2,0) 


-2,-1,0,1,2,3))= {- 3,- 1, 5. 153. 


2, 31, que são € 
= 1015, 15) = E 
(t23 72,7100 =/ a! 
elemento do dominio possui imagem igual a — 
= Ø. Note-se que o conjunto imagem def €/ (1 
te, о procedimento é análogo ao da obtenção de imagens 
diretas. A única diferenga é que ser сотеса tracando retas horizontais pelos pontos do contradominio 
dos quais está se obtendo a imagem inversa, criando assim uma faixa horizontal, que intersecta 
eventualmente o gráfico da função num certo trecho. A imagem inversa é, finalmente, a projeção deste 
trecho sobre o eixo das abscissas. Desta forma, considere-se o gráfico da função / abaixo. 


b) Para encontrar imagens inversas graficamen 


Faixa que gera f (1,3) 


Faixa horizontal 


ЗЕТІН De acordo com о gráfico, tem-se que f | ([-1, 0]) = [-4. 22). obtida а partir da projeção 
ed 2x na pscissas do trecho em negrito do gráfico. Por sua vez, tal trecho é a interseção da laixa 
di e к al destacada па figura com B gráfico da função. Muitas outras informações podem ser extraídas 
ео таа ` 5 DA 
42. de prin como о fato de^ (131) = 1-5,9 v |-2, 2). Perceba-se que 2 foi excluído da image 
ersa de vido ao fi қ -4 p 
3p*l 2 P 5) с ө чо Taty de f (2) = 5 (portanto, não pertencente a (37). Tem-se também que / u 
= [-5; -4.5) U [- Е CE i 
extremos nas verti Г; E 2) U [3. 6) u (6, 9], como é possível concluir através da faixa horizontal com 
нле 4 9 М ^ y = | (margem excluida) e y = 3 (margem incluída). Importante notar 9 ape 
= 4.5; 2 с 6 estarem excluídos de f^. ' КЕК 5 : г 1, t088 
fora de (1, 3]. E excluídos de ^ '((1, 3]): suas imagens são, respectivamente, 1 5c Ll. 
с) Dada a função f: 2+x Pp 
ção f: R - (3) а. ВОХ : 7 1260.1 
E y (3) э R, de lei f(x) = "eris il obter a imagem inversa de {= 6. 
omo se trata de um А Tm ES pal Y 
função. Basta аана не finito, nào há necessidade де conhecer o com 
Inicialmente Ее domínio que, eventualmente, têm imagem - 6, 0 ou L raf X 8 
‚ para descobrir qual elemento do domínio possui imagem — 6, basta encontr yc 


portamento glo 


que f (x)= - КОКА 2 i 
J (X) == 6. Daí, é só impor Е АЕ ы ыздан жын Ou seja, / qn”! 7 
Xi $e 1 aec 
a última iguald? 


Analogamente é - 
, Obtém-se que f 10401) = (- 2} e que f7 UI) = Ø, sendo que est 
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— , nm ж , 
fica que nenhum elemento do dominio possui imagem | (ou ainda que | não está na imagem de /) 


В 16 
Finalmente, tem-se / ((-6.0.1)*( que 2}, 


Vale também ressaltar que o simbolo / ^ '((—6]) faz sentido qualquer que seja a função f que 
possua о elemento - 6 em seu contradominio. Está errado escrever f ^ 1-6) com o significado de Ғғ 
'(16]). O simbolo f^ 10-6) só faz sentido para uma classe muito específica de funções: as que possuem 
inversa. Resumindo, como scrá estudado depois, nem toda função admite função inversa, mas 
qualquer funcáo possui imagem inversa. 


2.6. TIPOLOGIA 
As funções podem ser classificadas em três tipos principais: 


1. Função Injctora (ou Função Injetiva ou Injeção ou Função Biunívoca) 


Quando elementos distintos do domínio têm imagens diferentes. Em símbolos: 


f: A э B é injetora AV xi X2 E А; xpi» > f(x) # Gc» 


Exemplos: 


a) Sendo A ="10,:1, 2) e B = {0, 1, 2, 3, 4). a função f que associa os elementos de A aos 
respectivos quadrados em B é injetora. 
De fato: f(0) = f(1), f(0) = f(2) e f(1) 10). 
f 


aa 


B 


b) A função que associa a cada distância entre duas massas dadas o módulo da força gravitacional 
existente entre elas (F x d) é uma injeção, pois a distâncias diferentes os módulos das forças 
gravitacionais também são distintos. 


c) A função que associa cada triângulo à sua área não é uma injeção, já que existem triángulos 
distintos (ainda que não congruentes) com mesma área. 


d) Seja в: К-» R, definida por g(x) = ax + b, para a e b reais, sendo a não nulo. Tal função é dita 
afim. | 
É fácil yer que g é injetiva. Com efeito, sendo x, e x» reais distintos: 


хех ч - 
1% Х2 imd axı * ax) <> ax, + bs axo d be gixi) # plo) 


e) A funcáo h: R е — "VE 
ção > R, dada рог h(x) = x^, não é uma injeção. Em verdade, basta notar que para 


qualquer x > 0: x #— x, mas h(x) = х2 = (=x) = h- x К M 
imagens de ambos são iguais a 9. (- x) = h(- x). Assim, por exemplo, apesar de 3 = — 3, as 
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TT 
A лиш 
я 
ШУ x) = x. é injetora” 

É fundamental perceber que perguntas do про “a função f Y à injetora? carecem 
pimeiro exemplo com 0 quinto. ntretanto, сото já foi ra. E 

| Скар, 
Чаў, 


rop Е 
T os mais amplos subconjuntos de R y, 
Dos 


lerados, em casos EU 


bastando compara 
зоро, 


significado 
devem ser consi 
ontradomínio. 

ficiente à 


previamente, 
para o dominio € para o € 
Em muitos casos, 


; izaçã a contra-reciproca (ou contra | 
é mais € utilização da € Р ы Contra-positiva, & 
& 


definição. Ou seja: 


(V xp NE A; fx) = 100) => X) = X) 


(A o B é injetora E 


d i ax+D ісуі se, es 
f) A função ER = (77 2 R. definida por fts) = — é injetiva se, e somente sc. ad x he 1, 
с ex + d 26118 
d nào formarem uma proporção, nessa ordem). apesar de não ser simples verificar isso р, 
; ESA 
a-reciproca, à tarefa torna-se bem mais simples д 
S Em 


é a, b, c. 
1), Já pela contr 


definição original (experimenta 

verdade, sendo x, e X» reais diferentes entre si € de d^ 

= —s ч» (аху = Бех +4) = (ax +bXcx; +4) = 

cx, +d ex) +240 2 (ax, + bcx +4) 
adsbc 

+ bd = асхух; + adxz + bexy+ bd e» (ad — bc)(xi — x2) = 0 = x 


fixi) = со) e 


acxyx2 + adx; + bex2 
Como exercício, deve-se verificar о que ocorre se а, b, c, d formarem uma proporção, nessa 


ordem. 


2) А funcà ее per , „яма 1 
[Ч ção quadrática peral, f: R — R definida por f(x) = ax? + bx + c, para reais а, b, с, сөлі 


nào nulo, nào é injetora. De fato: 
ТЕП 2 
fixi) = Гоо) e axi! + bxi + c axi + bx + ce alx? - x?) + b(xi х2) 706 
(х= xi[a(xi + x2) * b] 7-0 
Perceba-se que x, = b 
E хх - еі : ре 
q Іі ХӘ 0UX + X2 - ne Isso significa que elementos distintos (simétricos è 
relação à reta x = b d a 
? — — , denominada eix ИЕ БОЕ aA q 
2 da eixo de simetria) têm mesma imagem. Logo, f não é injetiva. Pode- 
se, entretanto, restringir P x 
ingir o dominio de f, рага (e, Es ou para fan +00 " im de 00% 
a RE c) por exemplo. a fim 2605 


restricóes quadráticas injetoras. 


TEOREMA enti йо С 
| (Identificação Gráfica de Funções Injetoras) 
% etoras 

Uma funçã 
ção real de variáv i 

zx el re: б A cul ini : 
R) é injetora se, e somente se е é, cujo domínio e cujo contradominio são subconjunto: © 
independente — se, qualquer reta horizont E н 
г nte) intersectar seu gráfico em, no máximo e e ды j 
^ üximo, um ponto. 


ave! 


Demonstração 


Se uma retz i 

eta horizontal 

nos Ms qualquer, isto é, y = n" 

pontos genéricos Ра, Қау) с QU RO) e n k (constante real), cortar o gráfico pum 
у , então; ý 


E 
соі“ 


ontos P e Q 697 
o faz eb s 


а) se f for inj 
) че f for injetora, como k = Қа 

outros termos. se uma ret мы. 
um só ponto: : 


а horizontal i deve-se ter a = b, ou seja, os р 
intersecta o gráfico de uma função injetora, 
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reciprocamente. se qualquer reta horizontal cort 
Pc Q Әл. jamais aconteceria fía) = fib 
dom nio de f. o que significa que 
absurdo Supondo que f não 


ТО grafico de f em no máximo um po 
| Juntamente com a = b, quaisquer que fosse 
f nio pode deixar de ser injetora. Outro mo 
tosse injetora. haveria pelo menos dois valor 
seu dominio para os quais Қа) = fb). Mas, assim. os pontos di 
estariam mua mesma horizontal, o que é uma contra 
Obviamente, < possível que haja retas 


modo de pensar é por 
es, distintos. a e b do 
os Pia. ба) e Qib, fibi 
ão. Logo. f deve ser injetora. 

horizontais que nào conem o gráfico 


| 
H 
| 
! 


Exemplos: 


СК-ЭК é injetora g:R>R não é injetora 


П. Função Sobrejetiva (ou Função Sobrejetora ou Sobrejeção) 

Quando o conjunto imagem da função coincide com o contradomínio. Noutras palavras. que, 
bora pareçam mais complicadas. são mais úteis. uma função é sobrejetora quando todo elemento do 
contradominio for imagem de algum (pelo menos um) elemento do dominio. Em simbolos 


em 


FA -э B ésobrejetora<> f(A) -Imf-Be»s vy e B,3xeA:v 


Lembrando que. por definição, ҚА) с В, qualquer que seja a função f. para mostrar que Ге 


sobrejetiva, na prática deve-se provar apenas que В с ҚА), ou seja, que Vy e B. 3X e A. y= fix). 


Exemplos: 


а) Sendo A = 1-2, -1, -0, 1, 31 e B = 10, 1, 4, 9. a função f que associa os elementos de A aos 
Fespecuvos quadrados em В é sobrejetora. 


A 


Fm verdade, todos os elementos de В são imagens de pelo menos um elemento de A: 0 = Дд), 1 
“Қ-1)- 101), 4 = f(2) e 9 = (2). 
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"бы 


e Қ 1 i ângulos a tunção & шады = 
b ` as odd Ns, y a 
Sendo T o conjunto de ҮДЕ И 4 k áte 
b 1^ não ser injetora. é sobrejetora, visto que todo número real positivo S pode ser visto бк a, 
^N. n: Ы Ы iid ^ d 7 Ары 7 2“ 
apesar de пас de triángulos, como daqueles de base unitária € altura 28, ом daqueles de in 
Ang Ж 


агса de uma infinidade 


NS сайшға vS. ete 
c) A função afim h R 
(elemento generico do contu 
único) possuindo y por imagem E importante q 
x do dominio para o que 


Eb, ax 0, é sobrejcuva. Com efeito, dado qualyuer ni 
adominio), sempre existe um numero real x no dominio (que, pur Wil 
ue se note que nào basta afirmar tal existência dés 
ох) = у. Além disso, X deve ser função de y Nue 


> R. em que 1А 7 ах 


exibir (pelo menos) um 
caso. tal x é dado pot x 7 ¿que é sempre um número real, por y, b e a serem reais са # 0, Além 
caso, (2 д 


а 
. ы ` ` 

disse, о fato interessante nesse valor particular de X € que: 

Y h x p ; 
Uy = м {| i ) +b= vu seja. qualquer que seja y € R, existe um x € R, para o qual y> 
ho) = h э] i Vos fa d 1 
(а X8 
S 


AGO. Isso quer dizer que h 


d) A função È R > R, definida pel 
nerico do conuadominio), 


é uma sobrejeção. 


n y Y 4 нм c r 
a correspondência (х) = 52-2 é sobrejetora. De fato, dado qualquer 


numero real v (elemento ge existe sempre um real x (neste caso, novamenie 
> 
=. para e qual fix) 


único). que é igual a \ ^ у. Verdadeiramente: 


+2 | "IE 
25 |9) 02- 

5 ( Vs 
3x e В (domínio) : y = f(x). Assim, Fé sobrejetiva. 


x^ — 7x + 12, não é sobrejetora 
f, nenhum valor Y 


Logo, V y €R (contra - domínio). 
e) Uma função quadrática convencional, 
Em verdade. basta notar que, por exemplo, embor 
no domínio o tem como imagem, isto é, não existe real x para O qual f(x 
оҳ + 12 = 21 хі 7x + 13 = 0, cujo discriminante é A = 49 — 52 < 0, о que significa que 


como f; R > R, em que f(x) = 
a – | pertença ao contradomínio de 
)=- 1. De fato: f) == Lex 
a equação 


não apresenta raizes reais. 


De um modo geral. na verificação da sobrcjetividade о usual * 


u não de uma certa função, O 


determinar a imagem direta do domínio, como se segue: 
e procurar explicitar x como “função” de y (quando possível, mesmo que não se trat d 
uma função no sentido da definição); 
кезен та Ғғ ralores 
. verificar eventuais restrições para os valores de x, comparando com os possíveis valor 
que podem ser tomados no dominio. 
А > аға = A са i о б -7 : 
Assim. para a função quadrática em questão, uma vez que y =X — 7x + 12, tem-se que X A 
fácil encontrar suas raízes: 
7% Ji- +4y 
= GT 
dns 
Uma vez ехріісі "TET Б қ Ta 1 +4у I 
xplicito(s) o(s) valor(es) de x em “função” de y, a saber ——7, 77” exc. 
triviz Е A TN mk ES a rel 
ial notar que a condição necessária é suficiente para que x, em qualquer dos casos. seja ™ 
2 » NIS 
al seja. R. que еч 


1 
e. Dessa forma, não é par | 
ы 2205230 forma, nào é para qualquer valor de y no contradomínio de f, qu 


algum va al de x par А "mI 
A e 5. des de x para o qual y = f(x), como o que acontece para y = — 1 оц para циа о do 
42 5 a n seja, nem todo elemento do contradomínio de С é imagem de algum elem 

Оц, ainda: HR)  [- 4, +00)  R (contradomínio de 0). Logo, f nào é uma sobrejeção. 


Verifi | Е 
D) Verificar se a função g: R — (5] > К dada por g(x) = 2-Х ¿uma sobrejegáo. 
х-5 


ara x diferente de 5, sendo g(x) = y, pode-se escrever: 
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2-2 v(x 5) = 27 x <> yx - 5y =2-х e xtyxkeSyeles х(у+ 1)=5у +2 
$^ 
xo З " 
кошо dos valores do contradomínio que são imagens de algum elemento no dor 
| com » REL ` 
P с (812)? Noutras palavras. para quais valores de y há algum x, diferente de 5, para 
7 k foi posto como função explicita de y, percebe-se que R — 4-1) 
Я Ч nd dominio) que permite utilização de valores de y para geração d 
(contre 


yz-1 


Sexsi 


minio (quem é 
o qual y = ох) 
€ 0 mais amplo subconjunto de 
c valores correspondentes em x 
Pone dE s DTI Img=R- i1) * R (contradomínio de р), é imediato que g nào é sobrejctora. 
Oniuse todos os valores do contradomínio são imagens de algum valor no domínio, exceto — | Como 
complemento, um esboço do SUR de g é o que segue. 


I 


£) Quais devem ser os conjuntos A e B, de modo que 


à funcáo real de variável real f: A — B de lei fix) 
3X + IX 5 seja injetora с sobrejctora, simultancamente? 
Como já foi visto, valores simétricos em relação à reta x = — 2 (- 2) tém mesma imagem por 
5 2а 
^| ^, И 2 2 2 
ба) = Nb), tem-se que: За? + 7a-5 = 3b! + 7b -5 e За -b ) 


а) 06 (а: [3 (а t b) 7] Оа Боца b= + 


f. Com efeito, sendo a e b reais tais que 


A fim de que f seja injetora, deve-se impor que ocorra somente a possibilidade a = b. Logo, não 
be ; 7 . a+b 7 NS A 
pode haver à e b para os quais a + b = s ‚ ou, ainda, a ve Isso significa que as coordenadas de 


ac de a "E 7 ” n 
de b nào podem ter ponto médio em ==. Portanto, é suficiente escolher qualq 


7 uer A que seja ou 
М 


1 722 
“ес | ou subconjunto de - ЄР pois assim tomando dois elementos distintos 
J ) 


subconjunto de "a 


ЕКТІ ponto médio deles jamais será - 5 с. portanto, suas imagens serão distintas 
З y 
Em Seguida, para que f seja sobrejetiva, isolando x, obtém-se: 
tIS A АЗ. ^ | 
9 qual é re, Ж 11 \ 
n Cal se, e somente se, y2- is Assim, deve-se impor que B. НЕ IO | para que f seja uma 
'ejecào. ^ 


+ / 
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A ӘРИ 2, ты, 


é interessante perceber que send 
а ) 


observação complementar, 


Aa ty А 
yn! mper ‚ para que f seja injetora deve-se impor que qualquer x seja mai, 
6 Ot que 
7 қ 
ainda. menor que Ou igual a — A . uma vez que, caso x possa oscilar entre uma Opção 


ou. 
6 | 
res distintos de X possuire 


ou igual a - 
m mesma imagem. 


po “a fungáo fix) = x” é sobrejetora?" não fuz 


há a possibilidade de dois valo 
nos casos de injetividade. 


Novamente, deve ficar claro que 
ado ser interpretadas da mesma torma que 


e outra, 4 
perguntas do ti 

sentido. deveci 

TEOREMA (Identificação Gráfica de Funcóes Sobrejetoras) 

é sobrejetora se, e somente se. qualquer reta horizontal 

gráfico cm. no mínimo. um ponto. Sob outro 

da função) coincide com o 


Uma função real de variável real 
passando pelos pontos do contradominio 1 
aspecto. а projeção do gráfico sobre 
contradominio 

A demonstração deste teoren 


Exemplos: y ў 
f 
К — 
ÉS х 
\ 
- SI 
| 


Sendo f: R > К, f não é 

sobrejetora. ` inis кенин 
Ма», se Г(-5,->)-» R, então f 

€ sobrejetora. 

Em negrito, a imagem de f. 


ntersectar seu 
o eixo ordenado (imagem 


да é simples e fica como exercício. 


HI. Função Bijetiv do aps 
€ ijetiva (ou Função Bijetora ou Bijeção ou Correspondência Вішпіуоса) 


Quando a função rinjeía Prejetora. s n er е T 
e fo b camente. Isso significa que п 
А | | jetora e sobrejetora. simultanee g mo 
do contrado 10, corresponde un ‹ пеп (do qual o primeiro е imager ) 
| р unico elemento q é i 
f. A Bé bijetora > V y e В.З xe A 
Exemplos 
qua qu 


a) Um exemplo i 

2 o im 2 A ; 
T TR 42 FR e ыр bijeção é a função identidade. Dado um coniunto А i 
Adae dade ет (ou s ы қ pa . E a lev 
с 3 З sim ente » М А і 
ада elemento de A a si próprio, isto 6 L(x) р smeni função identidade) à função la: A > A que 


MÀ 


ЕКСЕ ...]F]spituie 2. Funções 


i ——à ez oue todo elemento š n 
уло que I9 bietiva, una Vez que todo elemento x de contradominio É mapem de si próprio ге 


dominio. 


somente de si no 


Қ Бы - x*l .,. x - 
bj A função ER- 12) ә R - ED definida pela lei f(x) = cm bijetora. Com efeito, sendo y = 
X 
fix), nota-se que: 
xu y! — 2у+] 
ys Í yx-2yex-le» yxox=2y «1e» x(y-1)22y «1e x 2 773. resultado o qual 
x-2 y- 
quer dizer que, qualquer que seja y real, diferente de 1 (sobrejetividade), há um só valor 
2y +1 


correspondente de x (injetividade), unicamente determinado por , o qual com certeza náo é 2, 


mas que tem a peculiaridade de fazer com que y = f(x). De fato: 


yal, y. Selos m 


|[2y +1 y-1 y-1 y-1 
f(x) = f| = = = : sA ay. 
ш s] 2er A 
y-1 E у-1 y-1 


с) A restrição de função quadrática mí - ©,— H > - : died cuja lei é h(x) = 2x? + 2x — 4 é uma 
Қ 2 / 


correspondência biunívoca. Com efeito, fazendo y = h(X): 
po 
-2£44-42 
у=2х? 2x4 co 2x3 e 2x - 4c ye ee xe 220—7 


Pode parecer, a princípio, que h, embora seja uma sobrejeção (pois para todo y não inferior a 


9-2. 
uL há um x real correspondente), nào seja uma injeção (pois a cada y correspondem dois valores de x). 


No entanto, essa aparente contrariedade desaparece ao analisar-se o dominio de h. somente podem ser 


5 $ x , tss Я ^ Р 7 
usados valores de x nào superiores a — o Como uma raiz quadrada real é sempre não negativa, observa- 


. о que significa que о único valor de x que é conveniente é X = 


y 11 

—. pois x pertence ao intervalo Ге: 

n 2i 

rd Sendo N o conjunto dos inteiros positivos, a função f: N > N, dada por f(n) = 

Sem me como qualquer função afim, ou restrições). De fato, qualquer que seja o natural par m, 
рге existe um único natural n рага o qual m = 2n = f(n). O interessante é que essa bijeção, já 


2n é uma byegdo 
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amente no século ХУП. indica que é possivel asu 
Бос ca 


ressaltada por Galileu Galilei aproximada 
inteiros positivos com os naturais pares. um à um, como se houvesse tantos inteiros positivos 
^ i > quan 
números naturals pares 
12; 2 4:3 — 6: 4 — 8; 5 > 10. 
arece contraditório que um conjunto (N) possa ter “tantos elementos quanta“ 
>= in еМ: né parí) Este fato só foi completamente e 3 
А lucidag 
esenvolveu a teoria formal dos conjuntos. Cantor caracter) 
А A ST; 
cia de uma correspondência biunivoca єт E 
à entre 


Inicialmente. p: 
de seus subconjuntos próprios (по caso, I 
no século XIX, por Georg Cantor, que d 
como propriedade intrinseca dos conjuntos infinitos а existen 
um conjunto infinito e um de seus subconjuntos próprios. 
dados dois conjuntos. diz-se que cles têm mesma cardinalidade quando {у 
eles. Assim, os conjuntos X = (a. €, 1, o. "s 
=120). como a que segue: | 


Por definigáo. 
er uma correspondéncia biunivoca entre 


podem formar várias funções bijetoras (5! 


1 
possivel estahclec 
Y 
4 


1:511.2,3,4,5 


m Das que surge a idéia fundamental de número de elementos. para conjuntos finitos: X; = 

pe | )= е propósito. sendo п um nümero пайга! е 1, = (1. 2, 3...., пу, um conjunto é finito quan 

xistir uma cá a Ц Уды e 
a bijeção entre ele e In. para algum natural n. Neste caso, diz-se que o conjunto 1 

2 Tu 


elementos. 
O raciocínio é КӨНЕСІ o ы 
Tice preda generalizar esse conceito. Um conjunto A é dito infinito quando é impossive 
modo nào trivial) n para o qual exisia uma correspondéncia biunivoca entre A 6 In. Prova-se ide 
próndos, Dal. qur a proin dade citada acima relativamente a conjuntos infinitos .e subconjuntos 
inus pd 5. ipsu tipos de infinitos, uma espécie de hicrarquia do infinito. Dois 
“nível”). Os “menores” RAS i ire biunívoca são ditos equivalentes (infinitos de mesmo 
dos números impares (bas itos são os equivalentes a N, como o conjunto P. dos números ‚ошо 
infinitos НЕН 5 ss notar a correspondência n > 2n — 1) É curioso que 7 e Q também sc 
5 entes a N (novame PRSE: s do d кили 
€ mesmo o dos istae ал ы, não tão triviais). Por sua vez, o conjunto dos números Ге 
DAR n Ё ssuem infinitos "mz S" nes EI NETT vm À 
de infinitos é infinita. эҳ "maiores" que o de М. Cantor provou que a propria 555 
Apenas para ter-s T 
А 5 er-se uma idéia do alcance desses c & aeq 
[24. 69] têm a mesma potência (mesm » alcance desses conceitos, é fácil notar que os intervalos 
es a s а Wd: > „жї T ж ы 
verdade, basta perceber que а função Y ipo de elementos", ou antes, mesma cardinalidade 
MS qdo 1: 10, 24 ei 5. i 
esses intervalos são equivalentes [0,1] > |24, 69] de lei f(x) = 24 + 45x é uma bijeção Log 
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ШЕ 


m 
tí 
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17. COMPOSIÇÃO DE FUNÇÕES 


27.1 DEFINIÇÃO 

Considerem-se as funções f: A ә B e g: B` > C, tais que f (A) с B'. isto é. de modo que a 
imagem de festeja contida no domínio de g. Dessa forma, para cada Senn A existe um Ani y EE 
para o qual у = f(X) (pois f é uma função). Concomitantemente, qualquer que seja y em B`. асбон ді 
FG 2 precedentes (desde que f (A) с B'). possui um único elemento 2 em “C, tal que 2 ey) 
Assim, está bem definida a função h: A — C. tal que h(x) = z = g(y) = gift). Та! função h é 
denominada a função composta de g com f, sendo comumente representada por g o f (^g composia com 
f."g bola f^ ou. simplesmente, “g o f£). i 

É muito útil visualizar (ainda que estaticamente) o seguinte esquema da definição dada por meio 

de diagramas de Venn. B 


УХЕ А. 3!y e B: y ~ lix) (f é função) 
Уу еВ". Зе С: = шу) (> é função) 
у= (х) ЄВ = ує В (f(A) c B) 

Dai Vx e A.3!z e Ciz = р(у) = et). 


plificar o entendimento da definição, consideram nos parágratos 
Note-se. assim, que a definição fica automaticamente 
or definição. É fundamental perceber, contudo, que a 
Não é necessário (embora seja suficiente) que o 
rfeitamente g o f. Basta que g seja 
possível года vez em que А) c 


Muitos autores. para sim 
anteriores o caso particular em que B = В”. 
satisfeita. já que f (A) está contida em B. p 
definição fornecida não exige tamanha restrição. 
dominio de g comcida com o contradomínio de f para que se defina pe 
bad de transformar qualquer f(x) е B em algum z є C. o que será 
Ainda assim. é conveniente visualizar o que ocorre quando ocorre f A — B e g: В >C 
condição que. de fato, simplifica bastante а representação esquemática da composição de funções. 


“encurtamento” do caminho de 


Pode-se entender a composição de funções como sendo um 
x em 2, sem preocupar-se 


transtormaçõe: © j | 
SORA ações sucessivas x — y — z. A composta transtorma. diretamente, 
m a transformação intermediária de y em 7. 


o 721777) 
» Вер B-C. tanque fiado | 


2 wa. 


dens 


Portanto, 
o composta de g com f 


m as funções СА 


ШІ! jadas 
ү definição, dada Lc 
" a tunção definida por 


se à к j 
го A C, com шо fiev) = gf 


n | m os juntos dos 10S Ideal Viina y s numeros naturais, M d E 

чаш os: A dos alunos de Miliar: N de ^ 
muntos: : t 

a) Seja con E 


io Grupo Educacional Ideal, R dos números reais. Considerem-sc ag 
шашеша Чо pps rd r «forma cada aluno no numero de matricula corresponde 
fagen f de Aem de кіні 1 i da numero de matricula а mensalidade correspondente, EMR 
natural); g. de M em R. que assocta We 4 M (pois nem todo número natural é a matricula 


me 
Mero 


оға 
*à 


Me q 


€ 
BJ 
le alin 

: чє ар 

te e-se que obviamente Í Ms js 

MG рне УУ c M. isto é. a imagem de festa contida em M (perque todo aluno doq la 

4. Td E do GEI \ Dessa maneira. está perfertamente definida uma função h, de Ae 
Militar tambem e aluno de | 5: 


R тех А do sal militar o valer de sua mensalidade, em FCMS ions 
M ый › do ideal militar o vo ; EN 
R. que taz corres onder a саба aluno 


мі amhem, ser nuia Portanto,h= gol. 
pode, tar bem, ser nula) tanto, g 


O aluno x do Ideal Militar tem o número de 
matrícula y e paga a mensalidade 2. 

b) Sejam f. g: К — R funções definidas por f(x) = 2x? 
ambas de R em R. estão bem definidas e são tais que: 
(Lo gx) = ебх) = 21g) -52 23x + 1):—5 = 183 - 12x - 3. 

(go D) = Вх) = gx  -3) = 32x? -5 + 12 6? — 14 | 
Note-se que, embora ambas as Composições existam, tem-se f o g + р o f, ou seja. já é posse 
Perceber que a composição de funções nào goza da propriedade comutativa. 

E importante observar que о procedimento que se utiliza para etetuar a composição de dus 
funções é um tanto arbitrário, no seguinte sentido: para calcular. por exemplo, (f o аху pode-se 
inicialmente, utilizar tanto f quanto g. Assim, poder-se-ia obter (Го gx) “atacando” primeiramente Y 

(o 00) = f(x) = fax + D- 22x «19 25 183 12x — 3. 


Analogamente, seria Possivel encontrar (g o f(x) olhando para g, antes de f: 
(go Gom gif) 34x «1-3? 5у+ 1 = 6c 14. 


-3eg(x) = 3x + 1. Tanto f o g quanto go 


с) Sendo f! R* -> R dada por f(x) = 14 eg R > R definida por gi? = x°, é fácil concluir que SP 
Po. A К 
definida a função gof: В» 


› "mw 

5 k { А Дуо el 
^ К. visto que a imagem de f (R*, por sinal) está contida no domin * 
e. Assim: 


(o DS) = gto) = (io = EN ек 


Е i \ Ху xU қ 
5 Crucial perceber que J jui 
9 dominio de f passa a se і г әне йы 

: ssa à ser o dominio de vo fe o contrador 
9 contradominio de g | l қалына 
Também é imperioso notar 


j Que não faz sentido falar c 
esta contida no dominio de ps 


Г " ,g (R^? 
m Po g uma vez que a imagem » ү. E 
Y i А x i ў h: ? 

HR), С onsiderando. porém. a resrigáo de g definida por 
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x pode-se, agora, defina a composta Fo h; К? > R. em que: С омы) = fx) 


com iux)? 


ЖИЕ 

mido y? 
4) Sejam qa bet o ¿de fi gh ey: (e tg h) ә (1.3) definidas respectivamente por: 
' O 
фа) = 9 | (9 
TA yu od à В A 
é(b)eeci «T Note-se que, como a imagem de q (1d, e, f) não está contida no domínio de 
ден PEI 
(үй) 


y, não está definida a composição уо ф 


€) Sabendo que È R > R é dada por f(x) = 2x + Teque Fog: R Кё definida por (fo рх) = хі 
2x + 3, como determinar a lei da função g? A resposta é simples. Por detinição:( o gx) = f(g(x)) 


- Mex) + 7. Logo: 2.) + 7 - QoON o 3. doque: g(x)= 
0 Sendo as funções reais р, definida por g(x) = 2x + 3, para todo x real, e Гор, dada por (Po gx) 
2x 65 


=. 3^ para todo x  — 1. obter a lei da função f. 

x+ 
Novamente. de acordo com a definição de composição: 
(вх) = f(g(x)) = rQx + 3). Com uma mudança de variáveis, pode-se afirmar que {21 + 3) = 
204 5 ; x-3 A 
EA Seja, agora, x = 21 + 3, Deve-se impor t = I . Daí: 


1- 2 


2х 


E . definida V x #1. 


2.72. PRINCIPAIS PROPRIEDADES 


ASSOCIATIVIDADE 


L 


Dadas as funções FA > B, g: B` ә C e h: C > D, tais que f (A) c B' e g (B`) с С”. Nestas 
condições, está bem determinada а função composta ho g o f: A — D, e se tem: 
hog)of-ho(gof 


DEMONSTRAÇÃO 


Inicialmente, já que: 
a)jVxeA.3! v e B: у= f(x) (pois fé função): 


14 
Capitulo 2 yy, y 
(o uma o окар А 

: 2- a uma vez que a sb Е que: SORT Rin, | 
ovzeC cli a x em A existe ая A ipie лса: | 
podesse VN MUR Қо))) ou seja, а Кы 
paa, ar definição de aa = h(g(y) = hG) da como, (h о (g o di 
бөз go one та ыы = w. Como 0 w é único, tem-se que: 


x € A. Portanto: 
((h o go Do) = (h o(go DG). M ү в D of-ho (g of) (c.q.d.) 


еі GE v=Í 
D) V y € B' (inclusive сопа) 
D) v 3 


| 
ЫТ 


TÉNCIA DO ELEMENTO NEUTRO (IDENTIDADE), А ESQUERDA E À DIREITA 
II. EXISTEN E 


definidas por )=х r = note-se que a Corres ondéncia é bas 
^ А ^B am 
Seja f: A Bu ( ) ( 
P Іл(х) x e por ів(у y р a mesma), de modo qu 


ÃO ы | 
dE erceba-se que tanto fo la: А — B e Ino f: A — B estáo bem definidas, uma vez | 
а E (А) =A C A (e, assim, existe fo IA) e f (A) c B (o que garante a existência 41 | 
que, como é ЖЕ Б , 
Д Além disso, como também é trivial, para todo x em A, tem-se: 
fo Іл)(х) = А0) = fix) е с a 2 
ds обыз) -TIg(f(x)) = (у) = y = f(x), significando que fo Т, = felgo f= f. 


Ш. COMPOSIÇÃO DE INJEÇÕES 


Sejam f: A ә B e g: В” С funções tais que f (A) c В’. Se f e g são injetivas, então р o f tambem é 
injetiva. 


DEMONSTRAÇÃO 
Sejam x; e x» elementos quaisquer de A. Entáo: 


(go (x) = (р o бәз) < gf(x)) = g(f(x2)) => f(xi) = fx) (pois z é injetiva) => ху = xo (pois Fé 
injetiva). 3 ` | 


Portanto, como (во f(x) = 


9 1X2) — x = хә. tem-se que р o f é inietiva. 


IV. COMPOSTA DE SOBREJECOES 


i 5 А ёт. 
Sejam as funções ft A > Ве g: B > C funções sobrejetivas. Então, a composta g o f é, tamb 
sobrejetiva, 


DEMONSTRAÇÃO 


Como g é sobrejetora, tem-se; 
a) Vze C;dy € B: z= g(y). 
Doe à Sobrejetividade de Е 
уУеВ,ЗхеА:у- 
Desse modo, vidi 
раға tal y, é po 
afirmar que: 


Узе, дувон 


"na 

or "a +, 

р nee ada elemento z em С, pode-se escolher algum y correspondente em rod TL 
escolher algum x correspondente em A, graças a "b". Desse modo, 


- ( 1ес20- 
Z580) = (Қо) = (g o fx), ou seja, que g o f é uma 50016] 
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Capítulo 2. Funções 
OBSURVAQAO: Deve-se ressaltar que, para que este teorema seja válido, o contradomínio de f deve 
coincidir com o domínio de g. No caso mais geral (o da definição dada), o resultado pode não ser 
verdadeiro, como indica o seguinte contra-exemplo. 


Embora f: A — B e g: B’ C sejam, 
ambas, sobrejetivas, e g o f: A — C esteja 
definida, esta nào é sobrejetiva. 


V. COMPOSICAO DE BIJECOES 


Sendo f: A — B e g: B > C duas funções bijetivas, a sua composta, g o f também é bijetiva. 
A demonstração é trivial, a partir dos dois teoremas precedentes. 


VI. Sejam f: A 2 Be g: B’ 2 C funções tais que f (A) c B’. Se g o f: A > C é injetiva, então f também 
é injetiva. 


DEMONSTRAÇÃO 
Suponha-se que xy é x» sejam dois elementos de A. Pode-se afirmar que: А a 

f(xi) = f(x2) > g(f(x1)) = g(f(x)) (pois g é uma função qualquer e f (A) с B^). Uma vez que g o fé 
injetiva, tem-se: 55 
асса = g(f(x2) < (а o (xi) = (go 00) (por definição) > xi = x2. Por conseguinte, Ғе uma injeção. 
OBSERVAÇÃO: É muito importante notar que a injetividade da composta g o f implica, tão somente, a 
injetividade da função f (“interna” à composição). Não necessariamente a função g deve ser injetora, 
como indica o exemplo a seguir. } : NE 


g o fé injetora, f também (como não 
poderia deixar de ser), mas g não. 
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B’. Se р o f: A — C é sobrejetiy, 


Fun, des 


a, Então p 


ções tais que f(A) E 


vil. Sejam f А э Ве): в’ C fun 


também é sobrejetiva. 


DEMONSTRAÇÃO sobrejeção, po de-se afirmar que, qualquer que seja o elemento z em C, existem 
Como g O y т 
elemento x em А. para o qual: = (по DOS «(о)» (1) 


de A em B. pode-se garantir que, para cada x em A (inclusi, 
% 


esde que f é uma função (qualquer) 6 
ох мшш, еділ um (único) у correspondente ет D p | 
Finalmente, como f (A) C В’, tal y pertence а В”. Assim, (1) > (ID) a qué: 
vzeC.GxeAe)3ye B: z= gfx) = g(y). ou seja. que г иа да д 
OBSERVAÇÃO: Novamente, faz-se mister destacar que а so кш E dae ыр во тең 
apenas, а sobrejetividade da função g (“externa à Жағы о). 1 s К noi dee v 
obrigatoriamente, uma função sobrejetiva, como atesta o exemplo do teorema prece ente. 


2.8. INVERSÃO DE FUNÇÕES 


2.8.1. INVERSA À ESQUERDA 
Seja f: A —> B uma função. Diz-se que g: B —> A é uma função inversa à esquerda de f quando: 
go f=l.. 


Nestas condições, diz-se ainda que f é invertível (ou inversível) à esquerda. 


EXEMPLO: 


Note-se que g é , 

5 uma inversa à ү | Р 
de tal função não al. a in à esquerda de f. O artigo indefinido está ressaltado devido ao fat 
função g*: B — A, definida ga esquerda de f. Em verdade, basta observar que, por exemplo.” 
esquerda de e r g*(3) = 1, g*(4) = < : қ inversa 
squerda de f, como é muito fácil E 1. g*(4) = 2 e g*(5) = é também, uma outra inve 


2.8.2. INVERSA À DIREITA 
Dada a função f: 
ção f: A >B, u д 
dao função g: B > A é dita inversa à direita de f quando: 
Гор =1ь. 


Sob tais hipó 
t é dir: 
EXEMPLO: Poteses, Ғе dita invertível (ou inversivel) à di 
vel) à direita, 
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fog=lB 


De novo é importante perceber que é possível haver mais de uma inversa à direita para uma dada 
função. Assim, no exemplo acima, fazendo g': B > A definida por: 
е g(x), se x e {1,2 
дее [ee ea 


7 no , tem-se outra inversa à direita de f, distinta de g (verificar tal fato!). 
‚ Se х= 


2.8.3. FUNÇÃO INVERSA 


Considere-se uma função f: A — B. Diz-se que uma função g: B > A é inversa de f quando g é 
inversa à esquerda e à direita de f. Assim: g é inversa def > go f=I,e fog=Ib. 

Quando isto ocorre, diz-se que f é invertível (ou inversível). 

Note-se que, trivialmente, caso g seja inversa de f, tem-se que ftambém é inversa de g. Por isso, f 
e g são ainda denominadas inversas entre si. 
EXEMPLO: 


М 
Capitulo 2. г, 


2.8.4. PRINCIPAIS PROPRIEDADES 


omente se, é sobrejetora. 


i à direi es 
1. Uma função admite inversa à direita se, 


DEMONSTRAÇÃO 


incipio, que f: A — B seja uma função invertível à direita, isto €, que exista ТЕ 
Suponha-se. а зае Is “Como uma função identidade é sempre bijetiva (por quê?), temas 
ão g: e: =p. 1 
i lees ein Particularmente, fo g é sobrejetora e, de acordo com o teorema VII do item 
uma composição ‚Ра 
e n Y ога. . ч | 
1.2; É também deve vp n £ A B uma fungáo sobrejetora qualquer. ui «оаа que seja | 
ciprocamente, | : SEE 4 
| Jio. сз possível escolher (pelo menos) um x em А, de qoe. e É Hi Es cl fixar 
ido) т g: 
оу rminado x* (arbitrariamente escolhido) para cada y em B. efina-se с E gB>Ad | 
Mis тмн g(y) = x*, tal que f(x*) = y (isto significa que x* foi o valor correspondente a um certo | 
seguinte maneira: g(y) 7 x*, y 
y, previamente). Tem-se que: Е га | 
то пуу) = f(g(y)) = f(x*) = y, ou seja, que fo g= In. Logo, f é invertível à direita. 


EXEMPLO: 


fog-7ls 


Dado qualquer elemento y de B, é 
possível obter algum elemento x em А 
(no caso, exatamente um para a e 
exatamente trés para b), de tal modo que 
Y = f(X) Para cada y, fixe-se um x* 
correspondente. Aqui, para y = a, fixou- 
se x* = c (o único permitido). Para y=b, 
utilizou-se x* = e (poderia ser d ou m, 


também). Assim, criou-se uma inversa g 
à direita de f. 


OBSERVAÇÃO: Como 


ue 
, ГЕ . 4 . . ] до xi $ 
f sej $ fácil notar, a inversa à direita ndo está unicamente determinada, a n? 

Seja. ao mesmo tempo injetora (e, daí, bijetora). 


П. Uma função admite inversa à esquerda se, e Somente se 
s " 


DEMONSTRAÇÃO 


é injetora. 
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Supondo que f: A > B seja invertível à esquerda, existirá uma função g: B > А, tal que: go f= 
bijctiva e, particularmente, injetiva. Em conformidade com o teorema VI do item 1.2, 


ta. Daí. g o f será 
concluir-se-á que f também será injetora. 
Considere-se, agora, que f: A — B seja uma função injetora. Definindo a função g: B — A tal 


, tem-se que g é uma inversa de f, uma vez que: 


2) = 


x, se y e f(A) (com y = Қх)) 
qualquer valor, se y € f(A) 
(ро Р(х) = Ef) = g(y) = х, ou seja, g o f= la. 
Naturalmente, o “qualquer valor” ao qual se refere a definigáo de g, 
arbitrariamente escolhido em A, que é o contradomínio de g, isto é, o conjunto em 
EXEMPLO: 


consiste em um elemento 
que g toma valores. 


Já que с. d, e pertencem à imagem de f 
(ҚАУ), tais elementos já têm “destino 
certo” em A, por g: devem ser 05 
correspondentes valotes dos quais cada 
um é imagem. É fundamental notar que 
та, no entanto, pode ter qualquer imagem 
por g, о que não afetará o fato desergof 


= Ja. 


OBSERVAÇÃO: Mais uma vez, a inversa à esquerda não está unicamente determinada, a não ser que Ё 
seja, ao mesmo tempo sobrejetora (e, consequentemente, bijetora). 


Ш. Uma função é invertível se, e somente se, é bijetora. 


Com efeito, basta notar que f é invertível se, c somente se, é invertível à esquerda e à direita, o 
que ocorre se, e somente se, ela é injetiva e sobrejetiva, de acordo com os dois últimos resultados 


obtidos. 


Conforme já é de esperar-se, quando uma função for bijetora, sua inversa será única. Nesta 
situação, pode-se representar a inversa de uma função f pelo simbolo f^ ! uma vez que tal inversa está 
bem determinada quando f for uma correspondência biunívoca. Ressalte-se que (f^ I)! = f, o que é 
imediato de provar a partir da definição, o que justifica a terminologia funções inversas entre si É 
| É também possível provar a unicidade da função inversa assim: caso ру e рә sejam duas fun ções 
inversas de f, deve-se impor que: g2 = 14 о g = (р о ор = ро (ѓо ро) = шо la= gi. ui 
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A DE FUNÇÕES "а 


2.9. ALGEBR: 
ca > Brief А2” B. dadas respectivamente por y = fx) e y = ba 


Sej A ER 
š Ai, А. Bi. 92 d : =) 2 
бири Se n a domínio comum à fı ea f; o conjunto A a N Аз. О contradominio comum 
enomina- 5 . -os é possível definir as seguintes 5 ЕН 
. is estas condições € POS guintes Operações atos © 
a f é o conjunto B = В М Br М goes algebri 
dadas: 


entre as funções 


1. ADIÇÃO E SUBTRAÇÃO E | 
Mith): A> B. dada por (fi + б) (х) = 10) + fa (x) 


I]. MULTIPLICAÇÃO Т Қ | 
(f[.£):A B. dada por (fi. fo) (х) = fi). Б (X) 


IIT. DIVISAO 
fam > В. definida por O em que A7 Ix e A3B(OF0; 
uh А SE S 


Exemplos: ^ Р 
a) Sendo f : R - - пэ Reg: R- {2} ә Е definidas. respectivamente, po 


q ? - d 
E é шщх)= 52X. Então: 
g "E 


f(x) = 
(x) vol 


(fi * f) : R= (7 1. 2} > é dada por: 


ЖА x42 5-Х х2-4-6х-5-х2 
(6+ £x) = + = 
x-1 x-2 (x -D(x-2) 
6x-9 
(x-D(x-2) 


Analogamente: 


(f . Бух) = [fi(x).f(x)] = (ES) > 
x-1 x-2 


Logo: (f + f(x) = 


(fi . pj ШЗ эх. 
х°-3х+2 
b) Sendo Е: R- > К. dada por f(x) = хер: R > R+» dada por g(x) = х? tem-se: 


f 4 à 
B ЕТІН Баз x 21 
g / q g) X 2 
É també ssiv Finir «ação. 
ém possível definir outras operações funcionais de modo análogo, como potencias? 
AB consist 


radiciagáo (desde que fa senti i 
ju ГА таце façam sentido em R). Assim por exemplo, modular uma função f 
utra função, designada por |f|, da seguinte forma: 


f|: A > B. com (|f| X(x) |х) 
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2,10. MONOTONICIDADE 
` 210.1. DEFINIÇÕES 


Sejam f : А-В uma função e X um subconjunto não vazio qualquer de A. Diz-se que f é uma 
função monótona em X quando ocorrer algum dos casos a seguir: 
a) f é (estritamente) crescente 


Vx,x, €eX,x, « x2 f(x)<f(x,) 


b) f é (estritamente) decrescente 


YX, X, eX,x, < X, > f(x) > f(x,) 


c) f é nào decrescente 


Vx,x, € Xx, «x, > f(x) € f(x,) 


d) f é não crescente 
Vx,xi eX,x, «x, > f(x)2 (х) 
Em cada um dos dois primeiros casos, a função é também denominada estritamente monótona. 


Como a < b > a < b, é fácil notar que as definições precedentes nào se excluem mutuamente. Ou 
seja: 


TODA FUNÇÃO CRESCENTE É МАО DECRESCENTE. 
TODA FUNÇÃO DECRESCENTE É NÃO CRESCENTE. 


A seguir, os gráficos indicam exemplos de cada um dos quatro tipos de funções: 


fí >. 
y1 roof) 


Aumentos em x produzem aumentos Aumentos em x produzem decréscimo 
correspondentes em y : f é crescente em X. correspondentes em y : fé decrescente em 
X. 
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Қха)= ха) 
f(x4) 


X 
f é não crescente em X 


fé não decrescente em X 


Exemplos: 

a) Seja a função f : В > К, da 
Vx,.X,€R 

x1€X2 2—3x >-3Х2-> 5-3хі>5-3х -эҚхі)>Қх2) 


da por f (x) = 5 — 3x. Então, f é decrescente e todo R. De fato: 


b) De um modo mais geral, é fácil estudar a monotonicidade de qualquer fungáo айт. Sendo 
f: R > R definida por f(x) = ax + b, com a € R'e 
be R, tem-se: 


axı < ax, sea > 0 ах +b<ax:+b,sea>0 
х(<х› > ax,» ax„sea <0 > ах +b>ax,+b,sea<0 


ДУ ба) < f(x3, sea > 0 isto é: 
ЭГУ 13 > f(x3,sea«0 ммен 


Daí: 


| fé crescente < а > Üefé decrescente «> a < 0 


с) Considere-se f : К — R dada por f(x)= 2x? – 3x + 1. ^ idéia é 
Como determinar a monotonicidade de f? Suponha-se, inicialmente, que Х! ыз 

estudar о sinal de f(x) — Қхҙ). Neste caso: 

f(xi) - о) = 

(2х3 -3x, +1)-(2x3-3x, +1) = X(x? - x1) -3(x, -x,) = 

= 208 = х)(х, + Xj) -Xx, -Xj)-7(x, -xj).[2(x, t Xj) -3] 

Хэ é necessário. Portanto, o sinal de (хі)- f(x?) depende, exclusivamente, do sina 


xi 
-se que 
Já que, por hipótese, X « x, tem 


ае 201 +597?" 


o) 
3 РЫ 
1. = E . is xi? 

КА оер fx,) - x) > 0, ou seja, f(x,) >f(x,),e a função fé decrescente (pois 7! d 
ХУ 

2 А а de [xt 
> f(x»). Notando que x, «x, < Sas UL e tembando que MH é o ponto médio е сиз 

: : s decrescente % 


tem-se, portanto, que a função quadrática Г: R —» R de lei fo9= 2X - 2X * 1 é 


Capitulo 2 Funções 


quando o ponto médio do intervalo considerado encontra-se antes de 2 Noutros termos, Ғе decrescente 
no intervalo: ( — oo, 3/4]. 

3 : y БЕ ; 
IL x, +x,> сз então f(x1) — Қаз) < 0, de que f(xi) < f(x2). Logo, de modo inteiramente análogo ao que 
se concluiu anteriormente, é fácil ver que f é crescente no intervalo [3/4, + 00). 
d) Similarmente ao procedimento utilizado no item anterior, é possível afirmar que uma função 


quadrática qualquer f : К > R, com f(x) = ax? + bx + c, em que 
ағб0,е: 


b Е 
Crescente em E sim ,sea>0 
a 


b 
decrescente em (- x] ,sea>0 
a 


ou 


b А 
decrescente em [- 22599 -беа<0 
а 


b 
crescente em | -оо0,--- |,sea « 0 
2a 


Tudo isso confirma os gráficos de uma fungáo quadrática. 


- b/2a 


2a 
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64, 
s. Basta notar que: LLLA 


— xo) [a(xi + X2) - bl. € seguir os racioci 
Cínios 
S do 


ato 


todos esses f 


с) -(ах +0: ъс) = (х! 


Um bom treino 6 verificar 


fix) - fixo) = (ax; + Pi 


exemplo anterior. 
3 4 1 

_ 4 é crescente em tod aa 

o seu domínio. Com ef; 

efeito, 

s 


QA função f : R > R. definida por fx) = 2x 
supondo HESS tem-se que: ы 
fix) = (sa) = ох? -4j-Qx3i-9*7 ax) =x) = 2(x, — X8 + X2 +x2). 

Olhando para хі + ХХ + x; сото U 
д=хї-4Х\) =-3x) que. para X 4 0, é sempre negativo. As 
vx, ER”. Dai, fixi) = fixo) < 0. do que х! 

O caso em que X2 7 0 é imediato. pois: ХІ 
Ainda assim, fé crescente. À propósito, um esboço P 


^ 


m trinómio quadrático em Xi, obtém-se um discri 
scrimin; 

i 2 é ante 
sim, Xj * XX +x} »0 Vx, eR 

у< f(x. € € crescente. PERO 


<х= 0 < XI «0 e: f(xi) - ҚО) < 
ara o gráfico de fé: (0) < 0 = Дх) ean 


y 


f) Seja a funçã 
ção f: R- (— 
{— 2} > R, definida pela lei m2 КЕЛДЕН dade def 
x)= , determine-se a monotonicidade el. 
2 


Para tanto, suponha-se, a P 2 1 441,4 
, > y Xx] < ( atu 
pi incipio, X X2 (e,r ralmente Xi, X27 2 


Daí: f(x А 

aí: f(x1) - f(x) 223, 27 3x, NEN 
q E = ad | 3 

Х%2 х,%2 — (xo-2)(x,42) 


A pergunta é e: m 2 е)а, quem е o maior f 
a é: Qual o si 
inal dessa ülti 
| última expressão? Ou sej А 
А resposta deve ser analisad ип S seguinte s 7 И i | 
a seg 
undo o: gui 
| | guintes : 
Ци<ч<-2| Aqui, têm-se: + 5 | 
. X1t2«0 


Xi-Xi«0 


(х+1) > 
) ( ) > 
f(x X2), 1510 é, fé decrescente em ( © 


> 


pd 


y 
| x1+2>0 
Nessa situação 152%2>0 


f(x*1) fi 7 
)> (ху). Novamente fé Х-х;<0 
lé crescer 
scente em (- 2 
— 4, too) 
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Neste ponto, deve-se questionar: a função de f é decrescente em todo seu domínio? Noutros 


termos. é correto afirmar que fé decrescente em 
(- 2, +0) U (2, +0) = К — {= 2}? 
A resposta é gritante: NÃO! Basta verificar que, embora — 3 < O.tem-se f(- 3) = — 11 < 1 = f(0). 
Isso significa que, apesar de ocorrer um acréscimo em x, há também um autônomo em y, portanto, f(x) 
nào cresceu de — 3 para 0. 
Dessa forma, o que é possível afirmar é, apenas, que: 
Ет (= о, – 2), f é decrescente. 
Em (- 2. - о), f é decrescente. 
Acerca do terceiro caso, ТЇЇ, em que xi, € — 2 < x», nada se pode afirmar sobre a monotonicidade 
de f. a nào ser no caso trivial em que se tomo um único elemento x, < — 2 e um único elemento x? >- 2. 
Por exemplo. no conjunto х = (- 3 . 0), fé crescente. Já em x = (- 3,0, 1), f nào é monótona. 
Quando se consegue esboçar o gráfico de f, toda a análise feita anteriormente fica mais 
inteligivel. Para tanto, alguns procedimentos ajudam, tais como observar que: 
e O domínio de fé R — {— 2). Assim, qualquer reta vertical intersecta G(f), com exceção da que 
passa por —2, 
• A imagem de f é R — (- 3). É possível obter este resultado perguntando-se o seguinte: para quais 
valore de y existe um x e R ~ (- 2), tal que y = f(x)? A idéia é isolar o x na lei de f, verificando 
quais as restrições obtidas para y. dessa forma: 


2-3х 


y2——— e yx42yz2-3x e yx+3x=2-2y o 
х%2 
| 2-2y 
€ x(y*3)22-2y ox- , desde que y 2 - 3 
y+3 


x А 2 ; 2 z 
f intersecta os eixos cartesianos em (0,1) e Н o) . Assim, um esboço do gráfico de f é: 


2.10.2. ALGUNS RESULTADOS IMPORTANTES 


2.10.2.1. Se uma função Ё: A > В é estritamente monótona em um conjunto X с A, então ela é injetiva 
em tal conjunto. 


DEMONSTRAÇÃO 
Para fixar idéias, suponha-se que f seja estritamente decrescente em X, Assim, caso xi # x, 


podem ocorrer dois casos: 
L xi <x 2 f(xi) > (о) > f(x) + flo). 
П. xi» x? 2 (а) < f(xz) => (а) # f(x). 
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PELA ; З 728 ia f € injeti 
Em qualquer situação: Xi É Х2 > fix) + 132), 0" seja, f é injetiva. O caso em que fé inns 
crescente е análogo. JJ 
Por 1550. costuma-5 


pressáo estritamente monótona por monótona injetiva 


e trocar а ех) 


s de mesmo tipo, então fy +h: AnA 
23 Bu 


‚ Аз ә В? sáo monótona: 


“AS Bieb: 
mo género. 


2.10.2.2. Se fi 
ótona do mes 


B; é também mon 


DEMONSTRAÇÃO 
ralidade, suponha-se que fi е f» sejam não decrescentes. Dai: 
f(x) sf (x3) Я 
= f(x) + АХ <flíx,)+glx = (t+ 
lass sb ( ) st д l 2) 2) ( 20x) s (F+ ex) 
é. também, nào decrescente. 


Sem perda de gene 


Vx, X, АА, X EX 


< Portanto, f+g 


Beg; B' > C, tais que f(A) СВ’. 
f também é crescente. 


f também é decrescente. 
versa), então g O f é decrescente. 


2.10.2.3. Sejam as funções f: А > 
a)Sefeg sào crescentes, entáo g O 
b) Se f e g sáo decrescentes, então р O 
c) Se f é crescente е gé decrescente (ou vice- 


DEMONSTRACÁO 


a) Por hipótese, para quaisquer X1 € X2 de A e quaisquer yi € Y2 de В, tem-se que: 
xi €xa Қа) < f(x) (pois fé crescente). ko qe WR Fo 
yt» gy) < 82) (pois g é crescente). Uma vez que fxpe f(x2) pertencem а B’ (pois ҚА) сВ), 
basta utilizar as implicações acima em sequência. a VOV 5 
xi <x > (а) < foo) > gx) < g(f(x2). Logo: E 
Ed (go Nx) E (g o f)(x2), ou seja, g o Ғе crescente. 
b) Fica como exercício (inteiramente análogo ao item anterior). 
c) Nesta situação, tem-se, por exemplo, que: : 
MIS > f(x) < fo) (pois fé crescente). ; АРЫ a 
4 1 Ж = ely) < ely») (pois g é decrescente). Su ке: s 
ortanto, já М > dm: i у pv i 
eu E PIE. f(x») е В”, pode-se garantir, sucessivamente, que: 
SS 2 D< Rx) > g(fxi) > g(f(2)). Assim: ; 
(€x) > (go (хі) > (g o (хо), ou веја, g. o Ёё decrescente. 


2.10.2.4. Suponha-se : j 
que f: A > B seja uma função bijetiva. Então, f^ ' mantém a mo 


DEMONSTRAÇÃO 


va. Sem perda de 


C fé m 2 ti 
omo 1 € uma bijeção e monótona, deve ser monótona injeti A 
хе ^» 


suponha-s j 1 
е que f seja estritamente decrescente. Assim, quaisquer que sejam хі € 
$ xi € x2 2 fl 5 
Deve-se provar que, para todos y; e уг ei ng js 
Em verdade PL у=? Є (ут) > f^ (уз). 2” 
ЖОГОЛ 55 
ran “e К E ^ "e E é 2f i p | 
ана itir que x; < x, pois, one М пн бе. rali eoa j 
He 2 х 2 | - 
1)> Қо) > yı > yz (absurdo). Logo, yi < ya => f^ 


(у)> fef 
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Capítulo 2. Funções 
2.11. PARIDADE 


2.11.1. DEFINIÇÕES INICIAIS 


Diz-se que um conjunto X é simétrico quando: 
VxeXo(-x)eX 


Assim, por exemplo, os conjuntos А = (- 5,- 2, 1, 0,1, 2, 5} e B = [-7, 7, € = (C1, D- 
44 dun quis sá 
4 E são simétricos, enquanto M = (- 2, – 1, 0, 2} e N = [-7, 7) nào. 


Seja uma função f: A > B, definida num domínio simétrico. Denomina-se função par a função 
que satisfaz a seguinte condição: 
V x € A, f(x) = f(x)| 
V.x e A, К-х) = — f(x 
Exemplos: 


a) f: (-1. 0. 1) R, definida por f(-1) = 5, f(0) = 7 e f(1) = 5 é par. 
b) f: {- 2, -1, 0, 1, 2) R, definida por f(-2) = 7, f(-1) =-3, (0) = п, f(1) 23e f2) - - 7 é impar. 

c) f: R*> R, dada por f(x) = 3x! – In (x?) – 5 é par. Com efeito, qualquer que seja o real não nulo x, 
tem-se que: 

f(-x) = 3x! = In [xy] - 5 = 3x* - In (х2) - 5 = f(x). 


3. 
d) g: R- (-1. 1) R, definida por g(x) = азы é impar. Сот efeito, tem-se: 
1- 


A função f é dita impar quando: 


x 
№ 3 3 t 
sCxy-2Cx) -5U*2x . -(x -2x) aii cep, fj. 
men x)” 1-х 1-х 
с) A função айт f: R — R, dada por f(x) = 3 — 4x nào é par, pois, por exemplo, embora f(2) = — 5, f(-2) 
= 11, Assim, ndo é verdade que V x е R, f(-x) = f(x). Além disso, como também é óbvio que f(—2) + 
f(2) é falso que V x € R, f(-x) = — f(x). Portanto, f também não é impar. 
Poder-se-ia chegar às mesmas conclusões notando o que ocorre com a expressão f(-x) em 


comparação a f(x). Dessa forma: 
f(-x) = 3 — 4.(-x) = 3 + 4x, que naturalmente não é nem idêntica a f(x) (e, por conseguinte, não é par), 


nem simétrica a f(x) (logo, deixando de ser ímpar). 


gcx)- 


2.11.2. PRINCIPAIS PROPRTEDADES 


I. Uma função real de variável real f: A — В, com A simétrico, é par se, e somente se, o gráfico de f é 
simétrico em relagáo ao eixo y. 


DEMONSTRAÇÃO 


Basta notar que, sendo (x, f(x)) um ponto qualquer de G(f), f é par se, e somente se, f(-x) = f(x) 
V x € A. Isso é equivalente a dizer que a existência do ponto (x, f(x)) em G(f) acarreta a ocorrência do 
ponto (=x, f(-x)) no mesmo gráfico. Dessa forma, já que os pontos (х, Қх)) e (~x, f(-x)) = (=x Җх)) sáo 
simétricos em relagáo ao eixo y (ou seja, o eixo y é a mediatriz do segmento de extremidades naqueles 
pontos), dado qualquer ponto de G(f) deve-se garantir também que o seu simétrico relativamente ao eix 

das ordenadas pertença ainda a G(f), a fim de que f seja par, е reciprocamente, ere 
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(o ED) со Қо) 


da num domínio simétrico, é impar se, e soment 
1 1 1 | : 
e é equivalente а afirmar que o gráfico de f possui 

H ПН 5 y 
a origem é um centro de simetria do 


eal f: A > B. defini 
lacáo à origem, О qu 
de simetria. Ou, ainda, que 


II. Uma função real de variável r 
se. o gráfico de f é simétrico em re 
os dois eixos ordenados como eixo 


gráfico de f. 


or, bastando apenas notar que a origem (0, 0) éo 
f(x) e Cx. -ху = Cx. —f(x)). como é 
a ocorrência do ponto (x. f(x) 


DEMONSTRAÇÃO 
A demonstração é aná 


ponto médio do segmento de extre 
imediato. Assim, pode-se garantir que а 
em G(f) implica o surgimento do ponto 


loga à do teorema anteri 
midades nos pontos (х, 
função f é impar se, € somente se, 
(-х,- f(x)) no mesmo gráfico. 


єх, f) 


OBSERVAÇÃO 
De maneira similar é possível demonstrar o seguinte resultado para funções inversas. 


жен ҚА е» дін сі real de variável real bijetiva. Se os gráficos de Ге de sua inversa são tragados 
DAR. cartesiano, entào um é o simétrico do outro em relagáo à bissetriz dos quadrantes 
= (y, E: a) aye é só notar que, dado qualquer ponto (x, f(x) = (х, У) de G(f), o ponto G 
quadrantes impares) ка A ao gráfico de Ғ” !. Dessa forma, já que а reta y = x (bisser? dos 
curvas G(f) е G(f ^) sá mediana do segmento de extremidades nos pontos (x, f(x) е (fx). х), 9 
) são simétricas em relação áquela bissetriz, quando representadas num mesmo 


sistema cartesiano. 


,x) 


$e») 


Xo уо= f (Xo) y 
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wi.  Suponhasse que fi i б sejam funções pares e que gi e g sejam funções impares, tod 
"Eee xal. del ; i x MR s, to is de 
variável real. Sendo possível definir as орегасбев funcionais a жены раге аз reais de 
(comuns € simétricos), entáo: omínios convenientes 
Б. EL g f e А sáo pares 
+ fa, fi La gre», € o : 
apit aiite p f, ES] 


fi 
b) gi + 82 figie та sáo impares. 
1 
DEMONSTRAÇÃO 


Aem : ! ds . f, 
Apenas para exemplificar, prove-se que fi + f е gi.gz são pares, assim como gi + ga e — são 
$ & 


ímpares. Com efeito: 
@ + BICO = fi (29 + Б Cx) = fi 00) + (х) = (fi + Bx), ou seja, fi + fo é par. 
ALE = gi Ed. E) = E ва 69]. E во G9] = 1 00.82 (х) = (gi. g2) х). isto 6, g1.82 6 par. 


Analogamente: | 
(gi + EX) = & CX) + g (39) E в (х)1 + E 8: 09] == [д (Х) + 82 (Х)] 7 — (81 + ва) x), ou seja, Bi 


+ gi é impar. E pum 
Po O o 


As demonstrações restantes são similares e ficam como exercício. 


É importante notar que nada pode afirmar-se sobre a diferenga entre uma fungáo par e uma 
função impar, como fi — 21; por exemplo. Сот efeito: 
G- g) = fi (х) и (х) = 0) + р (х), que náo é obrigatoriamente idêntica nem a (fi — 20), 
nem a — (fi — giX(X), portanto, nem par, nem ímpar, necessariamente. De modo análogo. a paridade da 
soma de uma função par com uma função impar, como fi + gi é inconclusiva, conforme é fácil notar 


(inclusive com contra-exemplos). 


IV. Com as mesmas notações da propriedade anterior, supondo que as seguintes composições 
estejam bem definidas, pode-se garantir que: 

a) fi o f; e gi o g são pares (isto é, a composta de duas funções com a mesma paridade é par). 

b) fi o gı € g2 o f; são impares (ou seja, a composta de duas fungóes de paridades distintas é impar). 


DEMONSTRACAO 


Apenas para exemplificar, tem-se que: 


(£1 o ф›)(—х) = a) = в1С-820)) = — E-gi(e200)] 7 шө) = (gi o в2) (х), ou seja, a composta de 
duas funções ímpares é uma função par. , 
Os demais casos são análogos e ficam como exercício. 
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702 Big 


+ ^ 4 S 
242 FUNC ÕES PERIÓDIC A 
“FINIÇÕES И 
ж “mero real T, positivo, de modo : 
a quando existe um núme não ES 


оо едо é dita periódic 
Uma função € C EE- етс: 
anitam de T em Г. Mais precisamente Ce "m bibe d 
se repitam de 4 riódica €» 3 T»0,f(x* !) "erceba-se que à definigáo exige que T nào d 
Ra Pie denominado periodo de f. Perceba-se + deve ser uma identidade, i ; Penda dy 
O número Té “colhido em A (pois (X + D = f(x) de D уры е, isto é, valer Е 
particular valor pite. Deve-se observar, também, à necessidade na e não somente x, Pis 
qualquer * dg dominia os do dominio de f. 


г sere bos element , . : 
T serem amb “aero real positivo To que é o menor dentre todos os demais períodos de y 
tal de f. Em termos mais precisos, dada uma função periódica f: A > p. 


nal defe» f(x + Т) 7 f) е0 « TuS T, VT: f + Ту = {(х), 


também X * i 
Quando existe um 
To é dito período fundamen 
To é o período fundame 


Exemplos: 

considerada como uma funcáo periódica, em que um 

período pode ser qualquer nümero real. Com efeito, se f (X) 7 k, para qualquer x, tem-se inclusive 
ente do valor T escolhido. Note-se que, como nào existe y 


que f (x + T) = Kk = (x), independentem e-se 
menor número real positivo, nenhuma função constante (embora periódica) possui um período 


fundamental. 


1. Qualquer função constante pode ser 


2. Considere-se uma função trigonométrica do tipo f: R > К. dada por f (x) = m + n.sen (ах + Б). em 

que n.a + 0. Suponha-se que f seja periódica. Se isso de fato ocorrer, deve ser possível encontrar algum 

número real positivo T, de modo que: f (x + T) = f (x). Mas, então: 

m + nen (а(х + T) + b) = m + n.sen (ax + b) < sen [а(х + T) + b) = .sen (a.x + b) (*). Como se sabe, 

dois ángulos че B têm o mesmo seno se, e somente se, à = B + 2Кл ou a = (x — B) + 2kn, em que ké 

um número inteiro. Assim, a igualdade em (*) ocorre somente quando: 

a(x+T)+b=ax+b+2 КЕШЕ 4 | | 
(х) Бах +6 + кт (I) ou a(x +T) + b= п (ax + b) + 2Кл (11). Portanto, a fim de que T seja 

š 2 2k У 
um período de f, deve-se impor Т = 2kz| (por I) ou 


а | 


| 

Ё 

| (por II). Neste facts | 

| por 11). Neste ponto, deve-se notar que a segunda opção não convém, visto que T 


| 

r2 2ax 2b+2kx 

«|7 <ах 20+/клт 
а 


dependeria do valor de x e i 
scolhido. Portanto кт m 
» qualquer período de f dev umi orm [ue 
eve assumir a forma T à 


que k + 0. 


a 


Mais ainda, o período fundamental defé dia T = É 


OBSER AÇÃO: Um o o 
SE A ar intej nçã 
| V. gumento Inteiramente análog prova que as funçõ ёз a f 
«Cos (а.х ) são també iódi | | | 
tb bém periódicas, de { À menta 

n.co: » período funda ental T | em и 

| a alquer fui 
R>Rdeif(x)=mnig(ax+b S m Г- 

ә ) possui período funda ental 


3. Nenhuma fun a 
ção afim f: R 
exista algum nümero г R. f(x) = ax O 
рр eal DM CX + b.e T ‚ case 
ах * T) bay eb > É ão 5 aa fT Sob * 0, pode ser periódica. Em verdade. © 


7 (já que az 0), 


wem e. nenhuma função quadrática f: R — К. f (x) = ax? + bx + Capítulo 2. Funções 
алада. Com cteito: á €. com a ж 0, pode ser 
ST ` -+ TA ¿+ = ay? 2 
eger TI parem а(х + TY + b(x Т) +с= ах —bx-*ee2axT + ат ~ ЪТ = 0 < 2ax E 
| өрт, vem ; tse ue 
(uma vez que à * E dd 2777.90 que obviamente é conveniente, visto que T deve 


ser independente dex. 


5, Denomina-se maior (ou máximo) inteiro que nào supera x o (único) número inteiro k, tal que: 
x—I<k<x. 

Utiliza-se а notação k = [x]. O inteiro k também recebe o nome de parte inteira de x. 

Assim. por exemplo: [5,7] = 5: [6] = 6: (-911--91:(-713,94|<-1714. 

É fácil provar que, dentre várias outras propriedades: 
6 к] ехеохе 2 (pois пао há mais que um inteiro no intervalo (x — 1, x], de comprimento menor 
que 1; e. quando isso ocorre, O inteiro deve ser x). 
.«0<x-[x] « I. De fato: х – 1 «k-2[x] Sx e -xs-Ix] «1 -xe0zx-[x] < 1. O número x 
— [x] é comumente representado por (xj e recebe a denominação parte fracionária de x. 
e(x tl) -Ix + 11=x- [xl Basta demonstrar que [x + 1] - [x] = 1 = (x + 1) – х. Com efeito, 
sendo m = [x + Пек = [x]. Então, por definição, m e k são os inteiros que satisfazem: 
(x*D)-1I«msx-*1 ex-1<k<x, doqueseguex <m <x + le-x<-k<1- x. Somando: 
Q «m — К « 2. É obvio que m — k é inteiro. Logo, m-k- 1. 

Defina-se, agora, a função f: R => R, por f (x) = x — [x]. De acordo com a ültima propriedade 
demonstrada acima, tem-se f (X * 1)-Ғ(х), УхеК. Logo, Ғе periódica e ит período de f é 1. Resta 
indagar se é o período de f, isto é, se 1 representa o período fundamental de f. A resposta é sim. Em 
verdade, supondo que houvesse um período To, tal que 0 < To < 1, então: f (x + To) = f CO. v x e R. Mas 
já que 1 é período de f: f[(x + To) + 11-7 f [+ D+ To] = f (0, Y x e К. Daí: [(x + 1) + To] = [x] 9. 
Basta demonstrar que, se dois números têm mesma parte inteira, então eles diferem por um número 
menor que 1: De fato: [a] = [b] = koa-l<k<ab-I<k<s b. Sem perda de generalidade, supondo b 


b-1<k<b | 
desigualdades: - 1 <а- b < 1. De b < a, tem-se 0<а- b < 1. Portanto, de (*), conclui-se que: 
(x1) To- x < 1 2 To < 0, o que é um absurdo. 


X a, vem que: шананы ie аан Somando a - b a todos 05 membros das 


y 


ы б P. inação facilmente 
A propósito, tal função é também conhecida como “dente de serra”, denominaç 


justificável pelo gráfico, ilustrado acima. 


= cos x (definida рага todo real nào negativo 


6. Como se РЕР m ei f(x М 
saber se a função real de variável real de lei (9 Іі нешік iive atcialmiénte que [сёй 


X) é periódica ou nào? А idéia é, como já foi feito pr 
periódica com período T. Caso isto ocorresse: 
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Lembrando que 08 ángulos a e B têm o PON 7 000; 
ы Белі e 
O see 


2 


(x + T) = cos NX: a 

З jmer „iro. dever-se-ia impor que: 
+2 4 » k é um número Шеш 
somente se, a 7 + p + km, em que 
dx T = кх + 2kT Quadrando: 
x+T=x+ дкп? + 2kTVR ‚ de que: 
T-4k m £2knNX.O quen 
üo é periódica. 


ào convém (T nào pode depender de Xy, 


Por conseguinte, fn 


2.122. INT ERPRETAÇÃO GRÁFICA 


Graficamente, uma função é periódica de período T se, e somente Se, seu gráfico pode ser 
és de translações horizontais de um trecho próprio qualquer, de comprimento T 
“ininterrupta” (não interrompida) qualquer do gráfico de f, com 
bre o eixo x) T. todo o resto do gráfico nada mais é do que uma 
de translagóes exclusivamente horizontais do 


inteiramente obtido atrav 
Noutros termos: fixando uma parte 
comprimento (projeção do gráfico 50 
mera "cópia" de tal parte. podendo ser traçado а partir 
referido trecho. 

Isto é uma consequência direta da definição. De fato. um ponto (x. f(x)) pertence ao gráfico de 
uma função periódica de período T se, е somente se, o ponto (x + T, f(x + TD = (х + T, f(x)) também 
está em ССО). É só notar, entáo, que а distancia entre tais pontos éx+T-x=T( 0). Como este 
raciocinio é válido para todo x do dominio de f 

Para fixar idéias. pode-se usar uma metáfora bem útil. Imagine-se que seja destacada uma parle 
ininterrupta de G(f). com comprimento T. Caso se {аса um carimbo de tal parte, para obter todo 0 
gráfico de f é suficiente carimbá-lo, lado a lado, apenas deslizando esse carimbo na horizontal. 


As imagens repetem-se de T em T: 
yo = f (xo) = f (xy + T) = f (xo^ T 
2.12.3. ALGUMAS PROPRIEDADES me 


I. Se f: A > B é periódi , 
: periódica de { ж 2 carro posit V 
também é um período de f. с período T, entào qualquer nümero da forma К.Т, com k inteiro P 


DEMONSTRAÇÃO 


Por hipótese, f (x + T) = e anda 
T 71. Suponha-se que T Ache FOU, Y X € A. Note-se que, como é trivial, à propriedade с dim 
= f (x), m seja válida para um inteir nv Pico, isto é 900 

) p inteiro positivo К, genérico. 


Vx і 
X € A. Daí, como T ё um período de f: 


бх + КТ) + T] - f T 

t: ІШІ Кей (x). Mas: f [(x + КТ Е SNAM 

nis к + DT também é um Ма T] = f [x + (k + 1T]. Logo, f (xt DOS dei p 
alquer valor de k inteiro e positiva e f. Assim, por indução finita, а propriedade é ve | 


A Capítulo 2. Funções 
asi RVAÇÃO: Deve-se notar que, mesmo quando k é um inteiro negativo (e mesmo quando k=0. 
A ", "ied: o fix ұш (x "c e à М 

‚ obvio). a propriedade f (x + KT) = f (x), V x e А. continua válida. Assim, por exemplo, se T é 


“(хо +T) = fix + 2T)= f(x + 2469Ту = fix - T) f (x — 


iodo de f, pode-se garantir que f (x) 


М! 


um pe 
RIVA әл 
Е Fm verdade. supondo que К seja um inteiro negativo, tem-se шет--к> 
anlicando 0 resultado demonstrado anteriormente по ponto x + KT, tem-se que: 
tx КТ) = £((x * КТ) m Г] (pois mT é um período de f). Desta feita: 
f(x акту f[x +(k + mT] f(x). Vx EA. 

Finalmente, é conveniente observar que esta propriedade formaliza a ideia do carimbo exposta 
anteriormente: deslocando-se a partir de хо, de T em T, tanto para a direita (xo + К.Т, com k > 0). quanto 
para a esquerda (xo + К.Т. com k < 0). obtém-se apenas repetições do que ocorre рага хо. 


0. Desse modo. 


Conforme já foi visto, uma função constante é sempre periódica, possuindo como período 
qualquer número real positivo T. Conseqüentemente, não há um período fundamental, e os periodos nào 
guardam relagáo especial entre si. E possível provar (usando argumentos de Análise Matemática, que 
nào cabem num curso deste nível) que há trés grandes grupos de funções continuas reais de variável real, 
mutuamente exclusivos, e que englobam todos os tipos dessas funções: 

a) As funções não periódicas. 
b) As funções constantes, que não têm um período fundamental. 
c) As funções que possuem um (único) período fundamental. 

Ou seja, como é evidente, ou uma função é periódica ou não é periódica. O mais interessante (e 
não óbvio) é que uma função periódica ou possui um período fundamental ou é constante. 

O teorema seguinte é uma espécie de recíproca do teorema I, aplicável às funções periódicas não 
constantes. 


П. Suponha-se que f: A — B seja uma função periódica não constante. Se To é o período fundamental de 
f, então qualquer período de f deve ser um “múltiplo inteiro” de To. Mais precisamente: 
fG6+T)=fR+D=f(0,VxeA,e0<T¿<T,VT=>3ke №: T=k.To. 


DEMONSTRAÇÃO 


Suponha-se, por absurdo, que, embora f (x + T)=f(x+D=f(x,Vxe А,0<Ту<Т,УТеТ- 
К.Т, não fosse k inteiro. Então, embora К е Z, [k] seria inteiro. Daí, 0 < k — [k] < 1 (ver item 1.1, 
exemplo 5). Pela observação anterior, devido ao fato de que [k].To seria também um período de f, 
deveria ocorrer: 
fX Kk To) = f [6 +k.To) — [Kk]. Ta] = f [x + (k - [KD-To] = f), V x € А. 

‚ Mas entáo o número real positivo (k — [k]).To seria também um período de f, o que é um absurdo, 
Pois (k — [k]).To < To, ou seja, haveria um periodo de f menor que o fundamental. 
. Portanto, qualquer que seja o período T de uma função periódica nào constante de periodo 
fundamental Ty, deve haver algum inteiro positivo k, de modo que: 
e .T=k.T0. 


A Dessa forma, por exemplo, qualquer período da função f: R > R, de lei f (x) = sen x, deve possuir a 

as 267, сот К natural nào nulo. Analogamente, a fungáo dente de serra nào pode possuir um nümero 

PARA US como período. De acordo com o teorema em Il, caso se deseje confeccionar um carimbo рага 

fid Е todo o gráfico f (x) = x — [х], е permitido construir carimbos de comprimentos 1 (o т! E 

сёй т 2,7 ou 2005 unidades. Mas é impossível carimbar totalmente esse gráfico com carimbos de 
Primento 5/3, 1/2 ou т, por exemplo. : 

M corolário do teorema precedente consiste no seguinte resultado: Se T; e T» são periodos de uma 


Mesma fi x gie 2 E : , 
função periódica nào constante, então a razão entre eles é um número racional. 
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existem naturais não nulos, p e Y del 005 
» de ta 


Sorte 


o que O período fundamental seja To, 
T, pl, p — | 

us сананын obse oen = ош is DERA racional. 
-q Te. F ortanto: T, al, q 


De fato, supond 
que Ty = p. Toc To 
ais de variável real, de períodos fundamentais T, e Т). Susa 


Я Eos a RS s 
ações funcionais а seguir sendo no a еріп Ве ЕО e nido (js q 


Ш. Sejam f e g funções periódicas, re 


bem definidas as oper 


então as funções ft g fg е Го, caso não sejam constantes, são periódicas, com período T = lat, " 
então as 512 65, 1. А | 


[pl Ta 


DEMONSTRAÇÃO dt. 
Suponha-se que f (x + ту = f (x). e que g (x+T)=8 (x), para todos os valores de x no domínio 
comum a feag. 


Desse modo, por exemplo, tem-se que: (£gx* Т) = f(x-*T.g(xtT)- [f (x + lal Tog T 
|pl.T2)]. Como p e q são inteiros, pelo teorema I conclui-se que: (£.g)(x + T) = f ().g() = (f.g)), ou 
seja, T = la [m [pl Т é um período de f.g.. е 


2.13. ALGUMAS TRANSFORMACÓES GEOMÉTRICAS BÁSICAS 


2.13.1. DEFINICOES INICIAIS 


Assunto de grande releváncia no estudo atual de geometria, as transformagóes geométricas 
podem ser estudadas sob dois pontos de vista complementares: puramente geométrico (sintético) ou 
algébrico (analítico). Nestas poucas linhas, procurar-se-á resumir o melhor que os dois métodos 
possuem, através de uma aplicação particular de tais transformações ao estudo das curvas planas, com 
mais ênfase nos gráficos de funções reais de variável real. 

De um modo geral, qualquer transformação geométrica é uma função que transforma um ponto 
(do plano ou do espaço) noutro ponto, mediante uma regra bem determinada. Considerem-se X € Y dois 
conjuntos de pontos, que podem ser chamados genericamente de FIGURAS. Uma fungáo 0: X > Y. que 
leva o ponto P de X ao ponto P* de Y admite, como qualquer fungáo, O conceito de imagem direi 
Assim, por exemplo, quando se escreve ф (PQ) = РО, deve-se entender que O segmento PQ foi 


transformado no segmento PQ. 


Exemplo: 
Homotetia de centro P е 
d " PC PD 
e razão — = — = 
REUS PA PB 
CiÃ) M=9(M) D=q(B) 


Sejam os segmentos paralelos e não congruentes AB 
e CD, com ACABD= {P}. q é a transformação que 
leva os pontos de AB aos de CD, tal que q (X) = 
PXn CD. AB é transformado em CD, por q. 
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sd particularmente importante nas transformações geomét $ Aa 
Б ações geométricas é o das ISOMETRIAS, 


ssformagóes geometricas que preservam distâncias a precisam e 
ў 5. Mais p sam p 
>, 5 ente, q: X > Y uma 


ndo m (PQ) = m (PQ), toda vez em que q (PQ) = РО). Conforme é possível M 
Je finicõe. re ае x T E. id 55 ага 
efinições. reflexões (ou simetrias), translações (as duas estudadas а seguir) e rotações 


suas del 


adas a parte, em geometria analítica ou em números complexos) são exemplos de isometri 
» > 5! газ. 


estud 


2. TRANSLAÇÕES 


w 
pu 
Y 


2.1. DEFINIÇÃO GERAL 


E 
m 
ә 


Seja v um determinado vetor, de origem fixa, O. Chama-se iranslagüo segundo a direção do 


TOP 57 кшз en ГЕ 
vetor v uma função Tv: X > Y, tal que Tv (Р) = OP * v. Aqui, há uma correspondéncia biunívoca 
entre um vetor de origem em O, OP e sua extremidade P. 


Р и Um vetor 


eqüipolente à v 
>. Y 
v Ty (P) P " 


Fazer o vetor v ter sua origem em O é pura simplificação, uma vez que qualquer vetor (livre) e 
equipolente a v também serviria para transladar P até o ponto P'. Tudo ocorre como se P fosse 
“arrastado” até P^, segundo o segmento orientado v. A mesma interpretação vale para qualquer figura F 


que sofra uma translação. 


Uma figura transladada. Basta “arrastar” todos 05 
pontos da figura, segundo um mesmo vetor, ou melhor, 
segundo um mesmo feixe de vetores equipolentes. 


Como é imediato, uma translação é uma isometria. De fato, é só lembrar das regras de soma de 


vetores e que os lados opostos de qualquer paralelogramo são congruentes. 
Algcbricamente, é muito útil estudar dois tipos de translações particulares de uma curva: a 


horizontal e a vertical. 


2.13.2.2. TRANSLACAO VERTICAL 
A partir deste ponto, f: A — B será uma funcáo real de variável real, de lei y = f (x). 
Seja k uma constante real. A função g: A — B + k, dada por g (x) = f (x) + k, em que B+k=(x 
M k: X € В}, é denominada translação vertical de f. de k unidades (*para cima", se k 7 0, ou “раға 
ле» se k « 0). Esta definição é natural с facilmente justificada pelo que ocorre com 08 gráficos de fe 
e g. 
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X 


Note-se que os pontos (х, Қо) e (x, f(x) + К) 
estáo situados numa mesma vertical € 
afastados k unidades entre si, por UM vetor k.j. 


Em verdade, mesmo que nào зе trate de um gráfico funcional, toda vez em que no lugar da 
entrada “y” utilizar-se "y — k^, com k constante, ocorrerá uma translação vertical. Sendo F (x, y) = 0 
vendo x e y e G (x, у) = 0, tal que G (x, у) = Е (Ут k), tem-se que а 
da curva representativa de F, de k 
)=0, 


uma expressáo envol 
representação gráfica de G corresponde a uma translação vertical 
unidades. Note-se que, no caso da função de lei y = f (x), a forma implícita fica fœ) -У= FOY 
Daí, substituindo-se “у” por “y — К”, obtém-se G (x, y) = F (x, y- K) = fœ- (у-Ю = 0=> y = 0) К 
= р (X), que corresponde à transformação funcional vista anteriormente. 1510 explica por que ocorre 
translação de k unidades "para cima", ao trocar-se y por y — k, na forma implícita F (x, y) = 0. ou y por 
y + k, na forma explícita y = f (x). | 
Exemplos: 


а) 


y-1)-x =0 < 
у= (х) + 1х tl 


no Capítulo 2. Funções 


| Troca de * 
| por^y +3 


Ls 


(x- 4 *[(y 73) 


2.13.2.3. TRANSLAÇÃO HORIZONTAL 


A função g: A — k > B, definida por р (x) = f (x + К) é chamada uma translação horizontal de f, 
de k unidades (*para a direita", se k « 0, ou “para a esquerda”, sek > 0). 

À primeira vista, quando comparado com a translação vertical, o fato de o gráfico ir “para a 
direita” quando se troca x por x + k com k negativo pode parecer estranho. Porém, basta levar em 
consideração que, de modo bastante geral, x é dado implicitamente nas leis funcionais. A partir daí, 
basta levar em consideração o último parágrafo do item anterior. Ou, ainda, verificar o que ocorre por 


meio da representação genérica abaixo. 


yt 


(хк, ҒО) = 
(RE rod 


Perceba-se que os pontos (x, f(x) e (x К, g (х - Ю) 
= (X - k, f (x)) estão numa mesma horizontal e 
afastados k unidades entre si, por um vetor ki. 
Observe-se também que se xo é raiz de f (f (xo) = 0) 
então xp — k é uma raiz de g, pois в (Xo — k) = f (xo 
K) +k) = f (xp) = 0. 


Exemplos: 


Capítulo 2 р 
ERR 


b) ^ LEGENDA 


2.13.3. REFLEXOES (ou SIMETRIAS) 


2.13.3.1. REFLEXÃO EM TORNO DE UM PONTO 


Seja O um ponto fixado. Dado um ponto P qualquer denomina-se simétrico de P em relação ul 


o (único) ponto P^, tal que O é ponto médio de PP”. 


P 


O 
pP 
, Naturalmente, é possível simetrizar uma figura qualquer em relação a um ponto, bastant: 
simetrizar cada um de seus pontos. 
' Como é imediato ver, por congruéncia de triángulos, a reflexão em torno de um ponto € ш 
isometria. 


Como os triângulos M 
D'OE’ são congruentes (LA^ 


7? 


deve-se ter РЕ = D'E 


uU STO EM TC RENO DE UMA RETA 
REF 


y reta fixa re um ponto qualquer Р, denomina-se simétrico de P em relação à reta r o 
ma Гым 


Dados U | RM 
| erseja mediatriz de РР", 


\ ponto P’ tal qu 
co) Pé 


p i 


Novamente. o simétrico de uma figura F em relação a uma reta é a figura F’ formada pelos 
métricos dos pontos de F, em relação à reta. Também é óbvio que a simetria em relação a uma reta € 


isometria. 


r 


2: 


f 
1333. REFLEXÕES GRÁFICAS | 
21333 7 ИТЕ V" É 
33.1. REFLEXÃO EM TORNO DO EIXO Ox И 
Dada а funca ; р 
"Че, de fem B leci y = f (x), a função > A — — B, definida por g (x) = = E (x) é chamada $ 

i relação do eixo das abscissas. Note-se que -B= (-x:x € Bj. 

yA 


n 


| 
cd-rom Д 


\ 


X, g (x)) 


Os к 2 
5 Pontos (x, f (X) e (x. - f (xj) 


ikea: 
lesma y ertical e 


(X, g (x)) estão numa 


São simétricos em relação ao сіхо Ox 
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acá хо das 
im strica em relaçã 10 ао € 
sme 


a é 
Note-se que uma o a sua lei de formação. 


- o altera 
substituição de y por- Y nà 


Exemplos: 


a) y^ 


b) YH gx + 18: Ay 5706 
9x2 + 18x 2 4(-Y) 2_45=0 


2.13.3.3.2. REFLEXÃO EM TORNO DO EIXO Oy 


2 Fis 
Considerando-se a função de lei y = f (x), a função g: -A > В, definida por g (x) = fo 


chamada reflexão de f em relação do eixo das ordenadas. 


Os pontos (x, f (x)) e (-х, 8 Ex) = 
numa mesma horizontal e são simé 


ao eixo Oy. 


Cx ft 
stricos em 


(ed 


nu 


Capítulo 2. Funções 
D imediato que uma figura é simétrica em relação ао eixo das ordenadas se. e somente se, а 
substituição de x por = x nào modifica a lei da figura. No caso de tratar-se de uma curva funcional. a 


função será par. 


Exemplos: y? 
a) TES 
Y cV 

| 
— 
x 

b) 4 a 
х? + 9у2-2у= 0 


(х) + 9у*-2у=0 


2.13.3.3.3. REFLEXÀO EM TORNO DA ORIGEM 


Substituindo-se x por - x е, em seguida. y por — y, o gráfico da função у = f (x) sofre duas 
transformuções geométricas consecutivas: inicialmente, é simetrizado em relação ao eixo das ordenadas 
(х > — x) e depois é simetrizado em relação ao eixo das abscissas (y — — y). Tal seqüéncia de reflexões 
pode ser interpretada como uma única simetria. em torno da origem do sistema cartesiano, conforme é 
fácil provar. Cria-se, assim, a função g: -A > —B. dada por g (x) = — f (-x). conhecida como reflexão de 
fem torno da origem. 


Os pontos (x, f (x)) e (x, -f (=x)) = (Ex, в (х)) 
são simétricos em relação à origem, bastando 


notar que OM é base média do triângulo 
PPP”, 


Novamente é fácil perceber que uma figura é simétrica em rela 
respectivas trocas de x por — x e de y por — y não mudam a lei de 
de um gráfico de função, a função será impar. 


elação à origem se, e somente se, as 
formação da figura. Quando se tratar 
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formações geomé 


car que, :5, ua ins 
Analogamente a0 que ocorre com funções, uma composição de 

"como a precedente, com as reflexões) de duas transforma бы 1 
ioso (с fundamental). mas que nào será дейдй, es Boma 
sição de um número finito de transla rado aqui, é ы 
dc congruéncia de figuras. едез, reflexões” 


Neste ponto cabe des 
composições. 
corresponde à idéi 
Um result 
ode se 
ido perfeitamente о conc 


а ( 
ado muito cur 
or vista como а compo 
eito 


NUCON ДҰҒА) 
quer isometria p 


quais 
zar 


roraçães, caracteri 


(ROTAGAO)O(REFLEXAO)O(TRANSLACAO) 


2.13.3.3.4. REFLEXÃO EM TORNO DA DIAGONAL - INVERSÃO GRÁFICA DE FUNCÓES 
de uma função bijetiva f e de sua inversa, fonum 
omente as variáveis x e y “de papel”, como também 
trocar de fato uma pela outra. Assim, sendo f: A > B uma fungáo real de variável real bijetiva, com ki, 
y= f(x), é mais conveniente visualizar a lei de sua inversa, x = ЁҒ (y). sob a forma y = r'o. 
im IESUS ia o que ocorre na passagem de uma curva para outra é, simplesmente, à 
ransformação geométrica do ponto Р(х, y) no ponto P'(y, х). Como é fácil perceber, os pontos PeP 
são simétricos em relação à reta y = x, conhecida como diagonal (trata-se da bissetriz dos quadrantes 
impares ou, sob outro ponto de vista, do gráfico da função identidade). 

4 


Quando se deseja representar os gráficos 
mesmo sistema cartesiano, convém trocar nào s 


y 


Note-se que os pontos Pe 
vértices opostos de um qui 

|x- yl. Portanto, Р(х. y) € Py, Х) de фо 
simétricos em relacáo à diagonal do quadrado 
está contida na reta y =X. 


qu 
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TIRAS. MODULAÇÃO GRAFICA 
Sabe-se que, sendo x um número real qualquer, por definição: 
|х sex20 
|- x,sex 0 
Portanto. aplicando-se tal conceito, pode-se modular uma função real de variável real qualquer. 
Sendo f: A B tal função, tem-se g = | t| : A > B, definida por: 
pe cS f(x), sef (x) 20 
809 - [fei E sef (х) <0 
Desta forma, modular uma função, graficamente, consiste em: А 
e manter a parte do gráfico localizada “acima” (ou antes, “não abaixo”) do eixo х, isto é, cujos 
pontos têm ordenada não negativa (podem-se incluir as raízes); 


e refletir em relação ao eixo x a parte do gráfico “sob” o eixo das abscissas, ou seja, cujos pontos 
possuem ordenada negativa. 


М= 


2.14. FUNÇÃO AFIM 
2.14.1. DEFINIÇÕES INICIAIS 


Uma função f: R — R é dita afim quando existem constantes reais a e b, com a ж 0, tais que: 
Ғ(х) =ах+Ъ. Ух є К. 
No caso particular em que b = 0, tem-se f (x) = ах, e a funcáo ё denominada linear. 
Exemplos: 
1. Supondo que um táxi viaje a uma velocidade constante, não nula, sendo P o preço a pagar por x 
quilómetros rodados, a uma quantia fixa de a reais por km, pode-se afirmar que: 
P (x) 2 ax * b. 
em que b é um valor constante, em reais, chamado bandeirada. Assim o preco de uma corrida de táxi 
nas condicóes acima varia de modo afim com o número de quilómetros rodados, embora a fungáo que 
associe cada x a um ünico P nào seja, rigorosamente falando, afim (em verdade, trata-se de uma 
restrição de uma função айт, f: R, > Ro, já que x > 0). Dessa forma, por exemplo, quando se tem: 
Р(х)-2,9%1,2х, 

. isto indica o fato de que (em “bandeira 1") é paga uma quantia constante de R$ 2,90, apenas entrando 
no tdxi (isto é, com x = 0). mais uma quantia de R$ 1,20 por km, x, rodado. 
OBSERVAÇÃO: Na prática, porém, o que ocorre é que P é uma função de duas variáveis, dependendo 
não somente de x, como também da “hora parada”, t, de tal sorte que P (x, t) = 2,9 + 1,2x + 10t, em que t 
representa o tempo parado em horas. 
2. Quando um objeto se move em linha reta a uma velocidade constante v, partindo de uma posição sp, 
medida num referencial fixo, pode-se determinar a sua posição s após qualquer intervalo de tempo t, 
contado a partir do início do movimento (ou seja, a partir de sp), utilizando a е 
decorrente da definição de velocidade média (no caso constante): 

S (t) = sy + vt, 

que representa uma variação afim de s com t. 
3. А Ісі 4е Нооке afirma que a força elástica F produzida pela elongação de uma mola ideal de 
unidades a partir da posição de equilíbrio é dada por F = — k.x, em que k é a constante elásti E 
Portanto, F é uma função afim de x. Mais especificamente, trata-se de uma funçã re O VA POI, 
que o termo independente da função afim é nulo. | а função linear de x, uma vez 


quação horária, 
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o i Bn. 77 


Б or f (X 
4. А função identidade f: R > R. dada p 


5 | Es а о caso em que a = 0 como uma fun 
OBSERVAÇÃO: Alguns autor nte. de lei f (x) = Б. seria também uma função afim. 


consideram aind ção afim. Ness 
Isso, Porém, nã 


о 
fim como funcio 


função consta 


or exemplo, é também comum denominar uma função а 
e, p * 


contexto. qualquer 
será feito aqui. uma уе? qu 


polinomial do primeiro grau. 


2.14.2. GRÁFICO 
já foi provado anteriormente, já é sabido que QUALQUER FUNCAO AFIM É: 


Conforme 


А n pa 2y-b | 
1. BIJETIVA. Com efeito, basta lembrar que, para todo y € R, há um ünico x e também real, 


раға o qual y = f() = ах +b, desde que a 0. 
IL. CRESCENTE, se a > 0; DECRESCENTE, se a « 0. 
IIT. КАО PERIÓDICA. 
É conveniente provar que o gráfico de uma função afim é, sempre, uma reta não horizontal 
(nem vertical, pois nào seria o gráfico de fungáo, como é óbvio). Para tanto, pode-se utilizar o teorema 


de Tales, ou, mais precisamente, um caso simples de semelhança de triángulos. 
Suponha-se que os pontos P(xi, ax; + b), О(х›, ах; + b) e R(x3, ахз + b) pertençam a G (f) e que, 


- perda de generalidade, se tenha Xi < X2 < Хз. Uma vez 
(ax, +b)-(axy +6) (ax, +b)- (ax, +b) S QT 

que - = = јај, tem-se —— = -——-. Portanto, os triángulos 
ШЕТІ XX | S TR ETT ы 


retângulos PSQ е QTR são semelhantes, do 
congruentes. Logo, os pontos 
afim é uma reta obliqua. 


ne que se conclui que os ángulos ZPQS e ZQRT sio 
genéricos P, Q e К de С (f) estão alinhados, e o gráfico de qualquer função 


Reciproca А 

" mente, é possí ; 

gráfico de alguma (exar (el também provar que ВЕРИ representa 9 
guma (exatam que qualquer reta não horizontal dada гер 


(mente uma) бопса 
O ponto ) função afim, o que será feito em Geometria Analítica. o d$ 


(0. b) do ГА 

orde, i gráfico de qu > i 

nadas. O valor b = f (0) PU aa função afim representa a interseção deste com 0 “р él 
c 


equivalentemente, valor інісі amado coeficiente linear da reta y = ах +b) 
> Valor inicial da função f Por sua vez, o valor АТОО АУ (сауды; 28 
ге , O valor == — = 
Pa resenta O que se costuma ch Fax Ax xy an 
nções afins. É um amar ante PP 


e taxa de ; # st 
à Espécie de veloc; variação da função f, que, como se vê, é con 


cidi PN 5 função» 
ade média de crescimento ou decrescimento de uma 
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constante neste caso. Também é praxe utilizar a denominação coeficiente angular da reta y = ах 
or é uma medida da inclinação (ou, ainda, da declividade) do gráfico da 
seguinte resultado 


n 
v para o valor a. Tal val 
afim em relação ao semieixo positivo das abscissas. E possível provar o 
ato: o coeficiente angular de uma reta representa a tangente do 
te sc, os cixos tém a mesma escala, ou seja, as unidades utilizadas 


importante, mas básico sobre esse f 
ângulo descrito acima se, e somen 


nos eixos cartesianos sáo igua 


Em verdade. basta analisar separadamente os casos a > Оса < 0. A título de exemplo, analise-se 


escente, como no gráfico precedente. Ali, o ángulo ZPQS, de medida 0 
ax + b. Isto é, a declividade é dada por & = л — 0. 
utilizar o triángulo retángulo PQS. Para 
a escala, pois tg O é adimensional. 


a situação em que a função é deer 
representa o suplemento da declividade da reta y = 
Portanto. 1g & = tg (л — 0) = — tg 0. Para calcular tg 0 pode-se 
rantir, porém, que tg 0 = PS/QS, deve-se ter os eixos na mesm 


Nessas condições. supondo x; < x» (sem perda de gencralidade) e a < 0, conclui-se que: 


PS PS — 
а= -—2. - —_= р) = раи. 
ps de ^ i 


e fica como exercício. 
a inclinação da reta y = ax + b 
afirmação acima deve levar cm 


O caso em que a > 0 é inteiramente análogo, 

Vê-se, dessa forma, que quanto maior o valor de a, maior 
relativamente ao semieixo x positivo, caso a > 0. Se a < 0, а 
consideração o valor absoluto de a. 

Outro fato muito importante de ser notado é que a variações (ucréscimos ou decréscimos) iguais 
no domínio de uma função correspondem variações iguais no contradomínio (de mesma natureza — 
vimos — que as variações sofridas no domínio, se a função é crescente, ou de 
decrescente). Noutros termos. quando se passa de x para x ~ AN no 
f (ху para y + Ay = Г (х + Ax) em que Ay depende 
e x,IA X %Ах implicam as 


acréscimos ou decr 
natureza oposta. se a função é 
dominio. ocorre uma passagem de y 


exclusivamente de Ax. Ou, ainda, que as variações X, P? Nj FAX 
y, њу, FAY, independentemente de quem sejam os 


[a(x + Ax) + b] ~ (ax + b) 


respectivas transformações y, > y, * Ay € 
particulares valores Xy € x». Isso é trivial, uma vez que Ay = f (x + Ах)- f(x)- 
= 0. Ax, para uma função afim fixada, só depende de Ax. 
YA 
ya + Ау 
y 
yi + Ay 


"n 


i i > 
хі Xy * ANN хозАХ х 


a variações iguais em x correspondem variações iguais em y 
significa que os triângulos hachurados na figura são 
ângulos, têm um cateto medindo 


Geometricamente, o fato de que 
(mas não necessariamente iguais às sofridas em x) 
(devido ao caso conhecido como “ALA”: ambos são ret 
| Ax | e possuem o outro ângulo adjacente a tal cateto de mesma medida). 

Dessa forma, como foi fácil provar, qualquer função afim possui a propriedade especial de que 
mudanças sofridas pelas imagens dependam unicamente das mudanças correspondentes no domínio, 
mas não do ponto em que tais variações começaram a ser medidas. Um exemplo muito simples 
mostra que, para funções bem “comportadas” (contínuas, monótonas, limitadas, etc.), isso parece ocorrer 
afins. Considerando a função quadrática f: R > R, dada por f (x) = x?, é imediato 


congruentes 


apenas com funções 
notar que a variação em y depende do ponto inicial, x, já que: 


ду = Г(х + Ах) - (х) = (х + AXP- x = 2.х.Ах + AX. 
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Um acréscimo constante de Ах = 1 unidade no eixo x 
ocasiona um acréscimo de Ау! = 3 unidades, caso se 
parta de x = 1, ou um acréscimo de Ау; = 5 unidades, 


se o ponto inicial for x = 2. 


Provar-se-á. em seguida, que esta é, para funções estritamente monótonas (crescentes ou 
decrescentes), uma propriedade exclusiva e característica das funções afins. Mais precisamente; se uma 
função monótona injetiva f tem a propriedade de que a função c (h) = f (x + h) — f(x) depende de h, mas 


nào de x, entáo f deve ser uma função afim. Р e . - 
Antes, porém, caracterizar-se-ão as funções lineares, utilizando o importantissimo conceito 


elementar de proporcionalidade. | 


2.14.3. CARACTERIZACÁO DAS FUNCOES LINEARES — PROPORCIONALIDADE | 
Genericamente falando, grandeza (escalar) significa qualquer característica (física, química, 
biológica, geográfica, histórica, etc.) que pode ser medida por números reais, tais como a massa, 0 
volume. a carga elétrica ou o nümero de partículas constituintes de uma porcáo bem definida do espaço 
(um corpo). São também grandezas a liberação ou a absorção de uma certa substância por um 
determinado ser vivo, bem como a densidade demográfica de um país atualmente ou à área ocupada por 
uma civilização especifica num determinado momento histórico (admitindo-se estimativas). | 
| Diz-se que duas grandezas sáo (diretamente) proporcionais quando existir uma correspondência 
(funcional) f: R- — R+, dada por f (x) = y, entre as medidas delas, x € y, de tal sorte que as duas 
condicóes a seguir sejam satisfeitas: 

А а) Aumentando-se o valor x de uma delas. aumenta-se o valor correspondente da от 
е; 77 entre elas é estritamente crescente, isto 6: Xi < X = yı < У2 em que » 
jor wn M ou mais genericamente, multiplicando-se o valor de a Ағ 
multiplicado pela mesma q Чап н тонезролдеме da outra também fica ATE RV" 
ENO ainda tae à a; à : n, respectivamente, Formalmente: f (nx) = ny = nf(x), V Х 

er у. deve-se impor nx кэ ny, para todo natural n. 


а. Noutros 
= (хі 


Nestas condições, a função f ín 
S .a 5 : А 2 : ran 
ções, a função f é denominada uma proporcionalidade (direta) entre Pl арам» 


medidas porx e 
s X e por y. Observe- Жы + r, 
Jbserve-se que, nesta definição, as grandezas utilizadas podem assur ni до sen 


valores nào negati 
a gativos. E possí ‚ es on 
feito aqui. possível abranger valores negativos adaptando a definição, mas iss 
Exemplos: 

au 


1. Supondo que se tem uma certa 
aumenta com o seu volume, V: 
se o volume de líquido, dobra- 


са y m 
porção de determinado líquido homogêneo, nota-sé que sua dobrando 
quanto maior o volume de líquido, maior sua massa. E nt pe 
se sua massa; triplicando-se seu volume, triplica-se sua 


no 
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um líquido ocupando completamente um recipiente de volume n.V, em que n € natural, 
volume V contendo tal líquido. Portanto, a massa 
isto é, a massa de um 


modo geral, 
pode ser visto como a união (soma) de n recipientes de 
igual à soma das massas de n corpos de volume V, 


de um corpo com volume nVé 
corpo (nas condicóes iniciais) é diretamente proporcional ao seu volume, pois: 


a) Vi? V, т> т> 

b) Vem >n. Ve п.т, VneNeVV,m e К. 

2. Experimentalmente, é fácil concluir que a quantidade Q de calor (medida em calorias, por exemplo) 
necessária para derreter um bloco de gelo (já na temperatura de fusáo) aumenta com a massa m do 
bloco. isto é, quanto maior o bloco (sua massa), mais calor é preciso lhe fornecer para que sofra 
derretimento total. Ou seja, m; > m» implica Qi > Q». Além disso, é possível verificar que, dobrando-se 
a massa do bloco. dobra-se a quantidade de calor necessária para derreté-lo; triplicando-se a massa do 
bloco, triplica-se a quantidade de calor necessária para a fusáo; mais geralmente, caso а quantidade de 
calor necessária para derreter x gramas seja sempre a mesma, Q. tem-se que a quantidade de calor 


necessária para fundir nm gramas, com n natural, pode ser vista como a soma das quantidades de calor 


necessárias para derreter n blocos de m gramas, separadamente, ou seja. nQ. Portanto, tem-se Q 
diretamente proporcional a m. Ou seja. é permitido, em tais condições, garantir que Q (nm) = nQ (m). 

3. Suponha-se que se apliquem € reais numa caderneta de poupança, a uma taxa de juros constante. 
Pode-se afirmar que o total recebido após um tempo determinado de aplicação, M (comumente 
denominado montante) é uma função crescente de C. pois, como é óbvio, quanto mais se investe 
inicialmente, mais se recebe ao final da operação: C; > C2 > M, > М). Além disso, quando uma pessoa 
póe um capital inicial de n.C reais na poupança (n natural qualquer) os rendimentos equivalem ao total 
ganho por n pessoas colocando individualmente C reais cada, a mesma taxa de juros. pelo mesmo 
periodo de tempo. Isto 6: M(n.C) = n.M(C). Pode-se garantir assim que o montante е diretamente 
proporcional ao capital inicial investido. 
OBSERVACAO IMPORTANTE: É fundamental perceber que o montante NÃO é diretamente 

proporcional ao tempo de aplicação (nem mesmo no regime de capitalização simples). Aplicando C reais 

e recebendo M reais após um mês, por exemplo, não é verdade que aplicando C reais durante t meses se 
receba a quantia de t.M reais. Com efeito, ao fim de cada més, os juros daquele período se agregam à 
quantia existente, fazendo com que os juros do próximo período incidam sobre uma quantia variável, tal 
qual cada més tendo investimentos iniciais diferentes. 

4. No primeiro exemplo dado nesta apostila, o preço P a pagar por uma corrida de táxi de x km é 
claramente uma funcáo crescente de x, porque quanto maior o percurso, mais se paga. Entretanto, uma 
corrida de 2x quilómetros, nào equivale a duas corridas sucessivas de x km cada (feitas por uma mesma 
pessoa, por exemplo), uma vez que na segunda situagáo paga-se a bandeirada duas vezes. Portanto, já 
que P(2x) + 2.P(x). Logo, o preço P de uma corrida de táxi náo е diretamente proporcional ao número x 
de quilómetros rodados. 

5. О шо бы en elástica no exemplo do sistema massa-mola acima constitui uma 
'oporc i ^ 5 OMA 
Pe ы quan mudo NOCERE de dos e ыны тк 
a forca elástica necessária. para tentar restituir o corpo à posiçã a | P Alem e ешн, maior 
triplicando a elongação, por exemplo, verifica-se experi Do nie dobrando өй 

А пвас̧ао, empio; c xperimentalmente que a força elástica (medida por 
meio da aceleração) dobra ou triplica, respectivamente, seu módulo. Caso um deslocamento x a P 
posição de equilíbrio produza uma força elástica de módulo F, é possível concluir (ex Ба 29 Раа 
que um deslocamento п.х, сот п natural, produz uma forga de módulo n.F. Ou sej Ro A 
6. Seja S a área de um quadrado de lado /, em concordância de unidades М t Ke (n:x) 2 BD 
crescente de / (quanto maior o lado do quadrado, maior será área ӨНЕ. ЧЕ, теше, S E uma função 
não basta para afirmar que S é proporcional a 1. De fato, por exemplo. pe na Apenas 1550, porém, 
de um quadrado, é imediato perceber que nele passam a caber A ie un da 


ao original. Ou seja: S(3/) = 9.S(/) # 3.S(/). Portanto, S não é diretamente Meme e DEOS 
al a /. 


MI 
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ixando. por exemplo, dois lados opostos sempr 
e 


h de um retângulo constante (de 
ulo é diretamente proporcional à sua base. Isto c 
„оё 


7. Mantendo-se a altura t 
as), a área do retâng 


sobre um mesmo par de retas paralel 


extremamente evidente caso 56 olhe para l d 
proporcionalidade é quem implica tal fórmula nesta abordagem (ou seja. а fórmula da área é um 


resultado posterior). Como verificar entào que a área de um retângulo é proporcional à base, mantida 
a altura? É fácil! Suponha-se que um retángulo de base b c de altura h possua área $ A 
aior a basc do retángulo, maior será sua área (de fato, um retángulo de 
m de base b; > bi. caso possuam mesma altura). Além disso, um 
ser decomposto em n retángulos congruentes e justapostos, cada 
n seja natural). Ou seja, S(n.b) = n.S(b), para todos n, natural, e 


constante 
princípio, é óbvio que quanto m 
base bı fica inteiramente contido nu 
retângulo de base n.b e de altura h pode 
um de base b e com altura h (desde que 
b, real positivo. 


OBSERVAÇÃO: Na definição dada de proporcionalidade direta, é possível permitir que a relação 
funcional entre as grandezas seja estritamente decrescente, desde que se permitam valores negativos para 
alguma das duas grandezas. 
Note-se que, numa proporcionalidade, a condição b) da definição pede que f(n.x) = n.f(x) para 
qualquer valor real de x, mas apenas para valores naturais de n. No entanto, tal condição vale (numa 

| proporcionalidade) para qualquer valor real de n. Este é o principal fato exibido no teorema seguinte. 


2.14.3.1. TEOREMA FUNDAMENTAL DA PROPORCIONALIDADE 


Seja f: В. — В. uma função estritamente crescente (monótona injetiva, no caso geral). Se f(n.x) = nf), 
Vx eR.e Vn eN (isto в, se fé uma proporcionalidade), então f(kx) = k.f0), Vx € R.e Vk eR. 
Do ponto de vista prático (e do teórico também!), este teorema é de singular importáncia. Por 
exemplo, no caso do retángulo a argumentação fornecida não serve para ver que a área de um retângulo 
de base b4/2 e de altura h tem área S42 (como construir 2 retângulos justapostos?). Em verdade, 
casos com n racional não inteiro já costumam dar certo trabalho de verificação genérica, embora ainda 
sejam facílimos, quando comparados com as situações de n irracional. Além disso, O fato de uma 
proporcionalidade satisfazer tal propriedade tem consequências importantes, à serem vistas em seguida. 


DEMONSTRAÇÃO 


Tnicialmente, será provado que: 
x, «x5 o f(x)«f(x;) 
f(nx)= n.f(x). Vx eR, e VneN 
(х) = (х), Vx eR, e Уге0, 


; т 
Sejar шіл com m e n naturais. Entáo: 


пх = тх f(nrx)-f(m.x)- nf(rx)- m.f(x). 
Logo: 


a fórmula da área de um retângulo. A questão, porém, é que a 


~ 
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m А nn 
= f(x) => f(rx 


5 )= rf(x). quaisquer que sejam г, racional, e x, real, náo negativos. É curioso 


f(r.x)= 


notar que, para k racional, utilizou-se apenas o fato de f ser u 


ma proporcionalidade, mas não o de f ser 
monótona injetiva. Essa outra parte d 


a hipótese vai servir para o caso em que k é irracional. 
Suponha-se que houvesse um k real positivo para o qual ҚК.х) ж k.£(x), para algum x real 
positivo: Necessariamente, este k deveria ser irracional, uma vez que o teorema já foi demonstrado para 


todo k racional. Haveria então duas possibilidades: f(k.x) > k.f(x) ou f(k.x) < k.f(x). Se ocorresse f(k.x) 
f (lw 


< K.f(x). entáo (0 <) 


fo) € К. Como Q é denso em R, isto €, entre dois reais distintos quaisquer há 


sempre um racional. pode-se escolher um nümero racional nào negativo, r, tal que: 
f(k.x) F 
fx) <r < k. Dai, Кх) < r.f(x) = f(r.x) (*). Mas como Ғе crescente e x é positivo: 


те Кх < Кх => |f(rx)« Hk.x). que contradiz (*). Logo, nào pode ser ҚК.х) < k.f(x). Caso К.х) > 


f(x) >r>k,o que levaria a 
uma contradigáo de modo também similar. Portanto. necessariamente deve ocorrer f(k.x) = К.х), para 
todos k e x reais não negativos, caso f seja uma proporcionalidade. 

Apenas para complementar, observe-se que, em qualquer proporcionalidade f, vale (0) = f(0.x) = 
O.f(x) = 0, para todo x real. 


k.f(x), seria possível escolher. de maneira análoga, um racional r tal que 


É imediato ver que qualquer função linear f: R — R. dada por f(x) = y = ax, induz uma 
proporcionalidade, bastando restringir tal função а R+ Com efeito, supondo a > 0, tem-se: 

a) fé crescente, isto é: x, < x; > f(x1) < f(x2); 

b) f (kx) = a(kx) = k(ax) = kf(x), V x, k e Ro. 

Reciprocamente, trocando k por x e x por k em f(k.x) = k.f(x), bem como tomando k = 1, tem-se 
que: f(x) = f(1).x, qualquer que seja x real nào negativo numa proporcionalidade f dada. Supondo f 
conhecida, conhece-se automaticamente também o valor f(1). Fazendo ҚІ) = a, tem-se que uma função 
monótona injetiva f: R+ — В. é uma proporcionalidade se, e somente se, f é uma restrição a R, de 
uma função linear f: R —> R, definida por f(x) = ax. O valor a é denominado constante ou fator de 
proporcionalidade, entre x e y. E muito importante, portanto, observar que a constante de 
proporcionalidade representa o valor de uma das grandezas quando a outra é unitária. 

Dessa forma, o gráfico que relaciona duas grandezas diretamente proporcionais deve ser sempre 
uma reta que passa pela origem (mais precisamente, uma semi-reta de tal reta, caso as grandezas 
admitam apenas valores não negativos). 

Assim, por exemplo, o gráfico que representa a massa m dum líquido homogêneo em função do 
volume V ocupado por esse líquido deve ter a aparência que segue. 

m 


m=d.V 


Perceba-se que a lei da fun 


| ção representada acima é m = m(V) = 
proporcionalidade é d. 


dV. Ou seja, a constante de 
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e tem grande releváncia na interpretação n Ш 
ção não ser tão simples. Na situa “ісі 
). o fator de proporcionalidade representa Basin 
sa específica (ou densidade, de xr 
define а homogeneidade do líquido. Ры Menos 
jcupada por ита unidade de volume do liqui Eu d 
or de proporcionalidade, L, é е 
tidade de calor necessária рага s 

lr 


де; 
Onal 
Cima 
Ceito 


Em certos casos. 0 fator de proporcionalidad: eme 
andezas apesar de, eventualmente, a sua determ 
И 7125 ite 2 > i r 
(correspondente ao exemplo 1 do Res dt A 
físico-quimico fundamental. r hama s 
reci (qui A constânci 
eciso) do líquido. A const | 
| especifica de um líquido repres enta a massa с : 
та no exemplo 2, escreve-se Q = m.L, em que o fat 
or latente lo). representando a quan 
1 g (ou uma u gelo. 


tem-se 


entre as gh 


massa 
de fusdo (do ge 
nidade de massa) de 
M=k.Cé0 montante recebido por uma aplicação a partir de um сар 

xado. A constante de proporcionalidade representa o E 
só isso. Supondo que à poupanga foi feita por 1 més od 
e período acumularam-se juros de i reais, tem-se M= i 
do de t meses qualquer, deve-se ter k (15). Ou seja И 
uma interpretação não tão simples % na 


denominado cal 
completamente 

No exemplo 3. 
inicial C, durante um certo tempo, fi 
oriundo de um capital unitário. Mas não é 
exemplo. a uma taxa de 1% ao més, já que nest 
i=k(C= 1). Demonstra-se que. para um perío 
fator de proporcionalidade (constante, caso t seja fixo) tem 
obtida, embora bastante útil. 

No exemplo 5, a lei de Нооке fica F 7 kx. A constante de proporcionalidade, К, é denominada 
constante elástica (da mola), significando o módulo da força necessária para elongar a mola de uma 


unidade de comprimento. 
Finalmente, no exemp! 

retângulos de altura h,a área é di 

constante de proporcionalidade k (sem utilizar 


representar a área de um retângulo de altura h e de base 
com a mesma base deve ser proporcional à altura, de modo inteiramente análogo ao que ocorre no 


exemplo 7. Agora, basta considerar k = К.В, em que se tem а área de um retângulo com altura h e base 
1. Então, k' deve ser a área de um retângulo com base e altura iguais a 1. Ora, por definição, a área de 
um tal retângulo (que é um quadrado de lado unitário) é 1. Assim, К? = 1, k=h,e, consegilentemente 8 
= b.h, ou seja, a área de um retángulo é igual ao produto de suas dimensóes. Note-se, assim que а 
constante de proporcionalidade relacionando a área S dos retángulos de mesma altura tom a base de 


cada um deles é aquela altura, h, constante, 

-— Vale à pena, neste ponto, tecer comentários 
jam ея B pia embora muitas vezes utilizada cega ou erro 
NET A m d proporcionais e que se conhecam um 
күле ics iet i ЕШ: possivel, conhecendo um terceiro valor (X2, 
ira es o anterior. Com efeito, uma vez que f defina uma proporciona 


lo 7 pode-se escrever que S = k.b, para indicar que, dentre todos os 
à base b. Como proceder para obter o valor da 


retamente proporcional á 
a fórmula. é claro!)? Inicialmente, perceba-se que k deve 


1. Em seguida, note-se que а área de retángulos 


breves sobre o que se conhece por regra de três. À 
neamente). Suponha-se que 


par de valores (não nulos) 


por exemplo), determinar 
lidade 


fixi) = y = ax Yi 
? Х| €» —=a. Caso x) = 
Xi > = 0, deve-se ter y; = 0. Senão, de modo análogo, deve-se tf 
У 
cd Por conseguinte: 1. sy = Х2У ; 
Қат ху X3 2 x^ que é a conhecida regra de trés (simples. por 
volver apenas duas Sayar f 
importânci grandezas variáveis), Note-se " ; mui 
portáncia para o fator de proporcionalidad E. que; ¿em geral, numa regra de trés não se dá mul 
Deve-se ressaltar mais uma vez pd Т рыш elo de ligagáo entre os valores desejados 
ER as grandezas são, de fato ERR А regra de três só deve ser utilizada caso Se tenha certeza 
pita por ga corrida de 20 km oa Assim, no exemplo da corrida de táxi, caso se pague 
a de a S M nvenien "mar d 2 
0 km pode ser obtido por meio da prop M que o preço a pagar em reais, P, por um 
orção: 


269 P 
20 = = © Р = 86,7, uma vez que P não é К . ы, 
admitidas. proporcional à quilometragem percorrida nas condições 
Além disso, vale 
¡o 
e um 1an 


a pena també 
m destacar TT 
destacar quais hipóteses se utilizam (ainda qu 


5 а ga га proporcionalidade епи uas рга a 
Inverossimeis para garant Oporcio! ү € duas grandezas 
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Exemplos " 
|. Alguém consegue digitar 5 páginas em 15 minutos. Quantas páginas essa pessoa consegue digitar em 


| hora? Embora seja uma pergunta simples, 6 importante saber porque se utiliza а proporcáo: 


2 2X e х 220. Uma maneira tradicional (e útil) de analisar o que foi feito é a denominada “redugáo 


à unidade”. Quando se usa a proporcionalidade entre as grandezas “quantidade de páginas digitadas” e 


“tempo (mínimo) necessário à digitação”. o que se faz na realidade é SUPOR que a pessoa mantém 
constante a sua (аха de digitação (por unidade de tempo). Assim, encara-se a afirmação “alguém 
consegue digitar 5 páginas em 15 minutos" como "a cada minuto a pessoa faz SEMPRE 1/3 de página", 
ou equivalentemente “cada página é SEMPRE digitada em 3 minutos”. Caso isto seja admitido, é válida 
a proporcionalidade entre as grandezas envolvidas, apesar de ser um tanto improvável que alguém 
(humano) consiga. a qualquer instante de sua vida. manter sempre o mesmo ritmo de digitação. E 
interessante também notar que tanto faz pór o número de páginas digitadas. P, em fungáo do tempo, t. 
quanto o contrário, uma vez que uma fungáo linear (ou uma afim, de modo mais geral) é sempre 


; —" қ l : 
invertível. Assim, é possível escrever: Р = 3! ou, de modo equivalente, t = ЭР. 


2. Quando se diz que o preco de um quilo de frango é de R$ 3,50 já se está fazendo, automaticamente, a 
redução à unidade entre as grandezas “massa de frango (K)" e “preço a pagar (P)": reduziu-se о preço à 


massa unitária (1 kg). A própria representagáo mais formal deste fato já explicita a redugáo: 3,5 p 


Para garantir a proporcionalidade, porém, deve-se notar ainda que a relação entre as grandezas P e K é 
linear. De fato: P = 3,5.K, pois levando 0 Ко de frango, nào se paga real algum (pelo frango). Ou entáo, 
notando que: 

e Quanto mais frango se leva, mais se paga; 

e Quando a quantidade de frango inicial é multiplicada por um número natural qualquer (por 4, por 

exemplo), o preco original a pagar fica multiplicado pela mesma constante (4). 

3. Suponha-se que o prego de um imóvel na planta (imediatamente antes de comegar a ser construido) 
seja de R$20.000.00 e que, а cada més (durante o tempo de construção) esse preço suba R$300.00. 
Observe-se que já foi feita uma redugáo à unidade entre as grandezas “ргесо (P)" e “número de meses de 
R$/. 

més: 
há proporcionalidade entre essas grandezas. Basta notar que, após um més de construcáo (N = 1), o 
preço do imóvel é de R$ 20.300,00. Dobrando o número de meses, porém (N = 2), o valor do imóvel nào 
dobra, pois passa a R$ 20.600,00. Isto se deve ao fato de o preco de planta nào ser nulo. Como é fácil 
perceber (e será demonstrado em seguida), a função que relaciona as duas grandezas não é linear, 
embora seja afim. Sua lei é P = 26000 + 300N. Ou seja, nào há proporcionalidade, não cabendo, 
portanto, uma regra de três para obter relações entre Pe N. 
4. Uma primeira torneira enche um certo tanque em 8 minutos, enquanto uma segunda torneira enche o 
mesmo tanque em 12 minutos. Abertas juntas, em quanto tempo o tanque estará cheio? 
Apesar de não necessariamente utilizar Os conceitos de proporcionalidade, muitas vezes é conveniente 
usar a redução à unidade. A 1 torneira enche 1/8 do tanque em 1 minuto, ao passo que a 2" enche 1/12 
do tanque, no mesmo tempo (unitário). Aqui, é crucial notar que há uma hipótese que está sendo feita 
tacitamente: cada uma das duas torneiras possui uma vazão constante (volume de água por unidade de 
tempo). Não se permite, por exemplo, que haja aberturas variáveis das torn s 
mude (nem que falte água!). Embora sejam óbvias, é importante vislumbr 
uma última hipótese (bastante simples, mas também fund 
(terceira) torneira com vazáo constante e igual à soma das vaz 


construção (N)”: a taxa de variação de preços é suposta constante e igual a 300 Contudo, nào 


eiras, que a pressào da água 
аг tais hipóteses. Finalmente 
damental): pode-se imaginar uma única 
des das duas primeiras, enchend 


ет T minutos (tempo procurado). Tal torneir: ia 1/ й , O о tanque 
Pg M Le is Е ба | eira encheria 1/Т do tanque por minuto. Logo: 
T 8152 122% 74 min48 s. 
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245 FUNCOES QUADRÁTICAS 


2454. pEFINICÁO 


ada quadrática (ou polinomial do 2° grau) quando 
Exist 


вә К ё denomin 


Uma função f ) 
0, tais que: 
клар ›+рх+с,ухеК. 


constantes reais a, b € € posl e 
+ с, com a não nulo, trinómio do 2º grau 


2 

É i q A q + X 
É usual denominar à expressáo ax b 
Exemplos: 


a) Calculadoras € 


cla que traz consigo uma fungáo quadrática: 


ssuem uma te ^ 
R >R, de lei f(x) =x". 


ientíficas em geral po ateoa 
resenta a função J: 


, que rep 
Assim, € possível. por exemplo, entrar com um nümero real positivo que representa a medida з 
lado de vm quadrado. A saida obtida por meio de tal tecla funcional representarà a area do quadrado, ° 


һу Deseja-se construir um cercado retangular, que limitara um certo terreno, destinado à plantação de 
acai. por exemplo. Por motivos de economia, o perímetro do terreno deve ser de 800 metros. Assim, hi 
diversas (em teoria, infinitas) formas diferentes de fazer 1510. Podem ser limitados terrenos de 100 
metros de frente por 300 metros de fundo, ou de 50 metros de frente por 350 metros de fundo, terrenos 
de 10 x 390. 1 x 399. etc. Obviamente, alguns terrenos são muito estreitos, outros compridos » 
demasia, e assim por diante. A grande questáo é a seguinte: qual a área de cada um desses terrenos? А 
primeira coisa trivial a ser notada é que a área não é uma constante para todos os terrenos, cómo: El 


descritos acima. 


300m 
150m 


250m 
100m 


30000 m? 
т 37500 m? 


Sabe-se que а 4 
área S do i 

Pode-se notar, então, que S é E XONG TM função da largura “u” e do comprimento iste 

аА Porém, é dado que 2u ч хак рек аа и нет i 

ser de 800 m, su усы) Ж ' | 
E 1534 А eve 

e m o-se que as medidas a e b são dad. 00, uma vez que o perímetro do terreno & 
as em metros. Logo, deve-se impor v 


que representa uma fi S = u.(400 
unçã _ S- u(400— и) = 400u - u? 
quadrática, S: R nção quadrática, ou, com d 00u- u, 
+> R, definida pela im tanto de rigor, uma restrição 


percebe-se u . lei aci 
ma restricà cima. E. 245 Á de 
estricáo de cunho prático: náo E ai nd aplicando-se a regra do domíni 
: ode 


de uma função 
0 máximo. 


©) Nas proximidades da Те aver dimensões com medidas negativas. 
g , um corpo _ rra, em qu 

puntiforme 1 que se pode consi т 

апс nsiderar . o” 

çado a aceleração da gravidade constante € g s 


gravidade, S gi 
- Suponha-: o cháo 
lançam a-se desprezí com uma veloci 
ento, ‚ despreziv erp a velocid Е гау! б: 
+ O corpo atingiu uma id resisténcia do ar 1. conhecida, “vo” sobe ia p $ 
ra “h” dad s um certo tempo “t”, contado a 
à por: ро "t. 
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A 2 


һ= vt-Èe, 
2 
Como g é uma constante, percebe-se que h é dado em função do t. Tal função pode ser 
derada quadrática, embora, com o mesmo rigor (pedante) do exemplo anterior, seja em verdade 


consi 
strição de uma função quadrática. Assim, a função é h: R+ > R, definida pela equação 


uma re 


precedente. 
Supondo, par exemplificar, g = 10 m/s? e considerando v = 30 m/s, tem-se que h = 30t — se 


Logo. por exemplo, após 1 s do lançamento, o corpo está a uma altura de 25 m do solo. 2 s depois de 
langado. o corpo está a 40 m do ponto de langamento. Após 3 s do langamento, o corpo está a uma altura 
de 45 m. E aos 4 s, 0 corpo está a uma altura de 40 m, significando que ele já se encontra em queda livre, 
tendo atingido sua altura máxima. Quando ele atingiu esta altura notável? Esta pergunta será respondida 
em seguida, com o estudo do extremo de uma função quadrática. 


d) Como se sabe da Geometria, o número "d" de diagonais de um polígono de “п” lados é dado por: 


HELLE nl 3n 
2 2 2’ 


que claramente define uma função quadrática, desconsiderando-se as restrições óbvias de n ser um 
natural maior que ou igual a 3, bem como d 2 0. . 


o, um empresário percebeu que а quantidade de 
rma: a um preco unitário de R$ 100,00 ninguém 
preco de uma ünica camiseta, 2 clientes 
o mensal “1”, devido às vendas desta 


e) Suponha-se que, após alguns meses de observacà 
camisetas vendidas diminui com o preço da seguinte fo 
comprava uma camiseta sequer; a cada real aumentado no 
deixavam de comprar a mercadoria. Deste modo, о lucr 
mercadoria, varia em fungáo do prego "P" unitário. Sabe-se que o custo para produzir uma única 
camiseta é de R$ 30,00. Será possível “prever” o lucro num determinado mês, em que o preço de uma 
camiseta foi fixado? A resposta é SIM, desde que se mantenha o modelo em questão. 

Seja “T” o lucro líquido obtido com uma única camiseta. Tem-se que / = P – 30 (1), descontando o 
custo do preço de venda. Quantas camisetas são vendidas ao preço P? Sendo Q esta quantidade, nota-se 
que Q é uma função decrescente de P (portanto, monótona injetiva). Além disso, sabe-se que a variações 
iguais de P correspondem variações iguais de Q. Por conseguinte, Q é uma função afim de P. Logo. Q = 
aP + b. Como AP = 1 (aumento de R$ 1,00) provoca AQ = ~ 2 (queda de 2 unidades vendidas), conclui- 
se facilmente que a = 52 --2. Аввіт, uma vez que. quando P = 100, tem-se 0-0, obtém-se b = 200. 
Daí. О =- 2P + 200 (11). 


Finalmente, é óbvio que quanto maior a quantidade Q vendida, maior o lucro total L. Além disso, 


dobrando-se o nümero de camisetas vendidas, dobra-se o lucro total; triplicando-se О, triplica-se L; e 
assim sucessivamente, significando que L é proporcional a Q. Se Q = 1, tem-se /, isto é, o lucro unitário. 
Portanto, L = QJ (*). Substituindo os resultados (I) с (IT) em (*), conclui-se que: 

L = (- 2P + 200).(P – 30) =- 2P! + 260P — 6000. 
mostrando que, neste exemplo, o lucro mensal é uma função quadrática do preço unitário praticado. 

Se, por exemplo, P = 30 reais, o lucro obtido será nulo. Se P = 40 reais, o empresário terá um 
lucro de R$ 1200,00 naquele mês. Caso P seja R$ 60,00, tem-se lucro de R$ 2400,00. Note-se que se P = 
70 reais. o lucro também será de R$ 2400,00, embora o preço unitário seja mais “assustador”. Já se cada 
camiseta for vendida por 80 reais o lucro cai para R$ 2000,00. A R$ 95,00 a unidade, o lucro é de 


apenas R$ 650.00, e a R$ 100,00 o empresário amarga um lucro nulo. E se resolver distribuir seu 
estoque mensal gratuitamente (P = 0), gastará 6000 para isto. 
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Capítulo 2 
2º GRAU Бф, 


2152. A FORMA CANÓNICA DO TRINÓMIO DO 


alizar um trinómio quadrático qualquer, conheci 


da 
e costuma chamar completamento do quadrad Como 


0. A idéia 


Existe uma maneira muito útil de visu. 
forma canónica. Para obté-la, utiliza-se о que S! 
original é a observação do produto notável: 

2 2 2 

(x&y) 2x! t2xyty'. 
entidade acima é conhecido como (trinómio) quadrado perfeito 0 
drado perfeito, ou seja, consegulr escrever o "quadrado de um termo 
dobro do produtos destes termos”, fatorando-se o trinómio i: 


O segundo membro da id 
raciocínio é obter um trinómio qua 
mais o quadrado de outro termo, mais O 
seguida. Observe-se a seguir no que consiste o método. 


Exemplos: 
a) O trinômio x? — 12x + 36 é quadrado perfe 
36 = (х—6). . 2 B 2 2 2 
b) O trinômio 92 + 21tu + 49и” também é quadrado perfeito: 9 + 42tu + 490 = (3) + 2.31.70 + (uj. 
Logo, 92 + 21tu + 49v? = (3t + 70). ) 
2 2 

с) y*«y! pls (у) m 45) - E gh] . 

i 4 2 (2; 2j 
d) O trinômio х2 — 12x + 29 não é quadrado perfeito. Mas, como visto no exemplo a, x? — 12x + 360€. 
Assim, pode-se escrever x*-12x+29=x?-12x + 36-7 = (x - 6y — 7. Pronto! Isto é completar o 
quadrado do trinómio х2 — 12x + 29: separar uma parte (formada por algumas parcelas) do trinómio dado 
que compóem um quadrado perfeito. O principal ganho é a possibilidade de ¡solar uma variável, no caso 
"X", como será mais bem explorado adiante. A expressáo (x — 6) — 7 é a forma canónica de xè- lx+ 
29. 


ito, pois: х? — 12x + 36 = x! - 2x.6 + 6°. Assim, x? - 12x + 


e) O trinómio u? + Зи + 1 não é um quadrado perfeito. Mas, и? +30 +1 = 01 + 2u7*l. Assim, fica 


2» 


fácil ver que o “quadrado do primeiro” pode ser o termo “u?”, ao mesmo tempo em que “о dobro do 


ME us 3 » 
primeiro pelo segundo" deve corresponder ao termo ч, ‚ explicitando o fato de o “segundo termo" ter 


3 
que ser 7. Deste modo, a fim de obter um trinômio quadrado perfeito em que apareça о quadrado do 


66,99 


3 
termo “и”, bem como o quadrado do termo 2: deve-se pór: 


2) 4 


6 E bom perceber que, apesar de 1 poderia ter sido considerado também como o “quad 
primeiro” (a ordem das parcelas não interessa), mas não é esse o objetivo: deseja-se isolar a Y 
que, no caso, e "x". 


D E 23116 dr e, 
3 3 9 9 3 


2 
v esses ала 0 +2035 Sal E, 
2 2 4) 4 
rado do 
ariável. 


3 


“a E i A е 
No caso geral, em que se tem o trinómio ax? + bx + с, com a # 0, o procedimento de comple 
quadrado pode ficar assim: 
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by b? ( 3! b? | b Y 
allx+ -—— |+c=a х + = me QE АЭС |) Р 
2а 4а z) 4a 


o 2° grau a uma variável, pode-se 


utilizando-se a forma canônica do trinômio geral d 


Portanto. ; 
ante identidade: 


escrever à import 


ante do trinômio. 


de ter sua lei escrita, assim, sob a forma 


b? — 4ac é denominado о discrimin, 


em que A= à ar 
deve ficar claro, toda fungáo quadrática po 


Como 
canónica. 


2.15.3. RAÍZES 
A forma canónica do trinómio do 2? grau permite que se encontrem facilmente as suas raízes. 
m ser calculadas como segue. 


Assim. basta notar que as raízes do trinómio ax? + bx + c, Xi e X2. pode 
2 ; 2 
bY А; b A 
ac жык +е =0 ез (хе A A | =: 
2a 4a 2a 4a 
(ressaltando-se que al é sempre 


Neste ponto, podem ocorrer frés casos importantes а analisar 


positivo): 
ьү b 
e A7 0. Nesta situação, (х 23 =05x= E^ =x, =X). Deve-se notar que há duas raízes 
a 


reais (supondo a, b € R) e iguais entre si. Diz-se que o trinómio possui uma raiz dupla, ou 


ainda de multiplicidade 2. 


e A» 0. Pode-se, então, extrair a raiz quadrada real do valor 2 А 
а 


2 
b А 
x+—| = ox+ =t to 
2a 4a 2a 


2a 4a 
-b+ VA -b-vA |. 
(a ordem 


trinômio quadrático são dadas por x, = ех. = 
2а 2а 


Assim, as raízes do 


é irrelevante). 
e Л < 0. Neste caso, а expressão VA não representa real algum. Estendendo o significado deste 
símbolo a (qualquer) uma das raízes quadradas complexas do número negativo 4, pode-se 
concluir facilmente que haverá duas raízes imaginárias (complexas, mas não reais), 
naturalmente distintas. 
Costuma-se generalizar o que foi dito afirmando- 
quadrática de lei f(x) = ax“ + bx + c são dadas pela seguinte fórmula: 
=b УАЗ 2 
—— em que A = b^ - 4ac. 


se tão somente que as raizes da função 


А : las К 

рем ре anterior é, portanto, a fórmula de resolução de uma equação polinomial do 2º grau, 

ШЕЙ " à 0. No Brasil, é também conhecida como "fórmula de Bhaskara", o qual foi um 

мар о, que viveu aproximadamente pelo século Xl. Atribui-se-lhe este resultado milenar, 
matemático indi A A ie { я 

PR seres ático indiano tenha creditado о também matemático hindu Sridara, pelo menos 
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0. lembrando que a ғ 0, a equaçã 
fórmula acima, bastando nd 


des 
É dita 
Pregar 


oax + bx + 67 


= a equaçã 
c 7 0 na equae idade de empregar à 


Quando b = 0 ou ) : 
а necess 


incompleta. Nestes casos. nào h 
ferramentas algébricas elementares. 
Exemplos: 9 - 0. Como b=0,a equacáo é incompleta. É possível aplicar а ТЕ 
iscriminante é positivo, deve haver duas raízes id 
еа 


2 
a) Considere-se à equação 4X — 
? 2444-9) = 


А d 
resolutiva: А = o - 144. Já que 0 


de LG SENE. Lu 3 
dd 24 B dec Porém, 


i ó 
aizes podem se calculadas por meio da fi 


e resultado. Basta notai 


2x) -3206 


distintas. Tais г 
г, sucessivamente, que: 


nào há necessidade dest : 4 3 
x-3)-7 = х=-— OU Х---. 

ax) -9=00( (ох «32x -3 5 2 
ою еке әкені 

4х2-9=0 4x =9 5 Х ае tea ЕЕ 
b) Seja a equagáo — 3x2 + 7x = 0. Agora, tem-se c = 0. Usando a fórmula, A = 7 _ 44(- 3.0 - " 
| КЕКЕТІП _-1Ł7 asi | 
ver duas raízes reais distintas. Daí: X = Б = E Assim, as raízes são x, = 


Ou, ainda, que: 


N 


Portanto, deve ha 
s sem utilizar a fórmula. Com efeito: 


0e x, = us Novamente, seria possível obter as raize 


Ab pq ТРЕТА O аны ges 


1 = 0. O discriminante é A = 1? — 4(- 2)1 = 9 > 0. Assim, 


2 
2x *x* 
licar a fórmula de resolução (ou completar o 


c) Considere-se a equagáo — 
Aqui, é conveniente ap 


existem duas raízes reais distintas. 
quadrado). Assim, as raízes são dadas por: 


-1%)9 -1%3 1 
A ОХ 2. 
б 22 4 2 
d) A equação X *x *1 70 possui A — 12— 4.1.1 = — 3. Portanto, nào Һа raízes reais. Nada impede, 


porém, que a fórmula seja utilizada corretamente para obter as raízes complexas, desde que com a 


devida interpretação do símbolo ra . Desta forma, as raízes sào tais que: 


sf 
A yl Уз E oue 


2 ARA ou añ. 


2.154. RELACOES ENTRE OS COEFICIENTES E AS RAÍZES 
É útil, em al 
. guns casos, obter relacóes entre os coeficientes d inomial do 2° 
graue е geralmente quando não há necessidade de obtê-las Баари peon 
is relações são g : Ona ы 
conhecidas como relações и durante о estudo das equações polinomiais. São também 
Seja a equaçã 2% " 
quação ax? + bx + c = 0, em que a + 0, com raízes x, e x. Suponha-se, sem perda de 


generalidade, que x zt e que y osi D 
A um este modo, tem-se: 
ховх, = DEVA boa -2b b 
2a 2a E 2a БЕ 
І 56 P | 
ТЕЕ л) Св? ар bica ьа) 
F =] .b' -4 b'-ib – 4ас ac _ С 
D 4а? ы ы саба 
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b. 


Resumindo: 


2.15.5. FORMA FATORADA 


"T" - 2 1 
Dado o trinômio quadrático ах” + bx + с, de raízes x, € х, nota-se (não tão facilmente) que: 


24 bx+c б вк) ае (Ве e +хух+хух›]= 
a? xix xax + xixa J= alle- xi e (0 1 Је sn e =x) 


Portanto, pode-se escrever que 
2 
ах? + bx + c = a(x - xi(x — x2 


ax 


2.15.6. MÁXIMOS E MÍNIMOS 
Considere-se a fungáo quadrática f, definida por Ax) = ax? + bx + c. Na forma canónica, a lei fica 


2 
Қх) = dx + ij - 2 . Percebe-se que, рага qualquer x real, tem-se: 
a a 


2 
Ё + ij > 0(*), com igualdade apenas quando х= 5 Analisem-se dois casos possíveis: 
a 


| bY b) AQ ^ 
L a > 0. Nest i а жу fica а|х---| 206a X*t5- “L>-—. Assim: 
a este caso, a inequação em (*) fic { z) ( z) "m ГА 
f(x) -2, v x є R. Quando a > 0, portanto, а função (a rigor, о conjunto das imagens da função) 
a 
. Tal valor é alcangado exclusivamente рага Х--2-. 
2a 


isto que (*) fica com ambos os 


assume um valor mínimo, dado por у 
inal da inequagáo, v 


IL a < 0. A única mudança consiste em alterar о 8 
(х)< M y x є R, havendo um valor 
a 


membros multiplicados por um número negativo. Desta forma, f 


máximo assumido por f (x), exatamente quando х-->-. 
2a 
ossui um valor extremo: mínimo, se a > 0; máximo, 


Resumindo, qualquer função quadrática p 
minado vértice da função quadrática, 


é denor 


se a < 0. О ponto de coordenadas | ->-. 
2а 4а 


representando o ponto extremo do gráfico de f. 
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Capítulo 2, р 
ЖУТА 
PE NE 


di i si ia do gráfico da função quadrátic Я 
b é denominada eixo de simetr g a " 
reta vertical X = — 
A 2 ОГА se um ponto P(X;, yi) pertence ао dis 
- A. Isso significa que, 
MOERS г” 
| ente о simétrico de tal 


y2) 0 simétrico de P. Por hipótese, y, = (s x] _A 
2 


CO da 


É i simetria deverá 
ponto em relação ao eixo de erá Pertencer 
са cessariam 
fungáo, neces ао 


Visto 
ai 2a 4а’ 
" ato, seja Р'(Х2. 
gráfico também. De fi J VERE: Теле 
fico de f. Para que P e Р” sejam simétricos em relação à reta > 2a * ^ impor 
4 sráfico de f. 
que P está no g 
que: m РР" esteja по eixo de simetria. Logo 
ЖЫНЫ ta é, que o ponto médio do segmento Р шщ 
Pi Ж, , 
|. 2 2а 


b 
deve-se ter X, = E E^ 


Com isto, P e P’ ficam numa mesma horizontal e РР" fica perpendicular ao eixo de 
II. y, = уз. Com isto, 


1 : 


simetria, que é vertical. 


yi = уз [eee 


Para que os pontos P e P’ sejam 
simétricos em relação à reta e, tal 


reta deve ser a mediatriz de PP. 


| | а$ 
Resta Provar que o ponto P' Pertence ao gráfico de f. Para tanto, basta verificar se as coordenad 
do ponto satisfazem a lei da função. Com efeito: 


b З А b b 2 ^ b 2 " 
aXxX;4—|- za -2_ A А. 
| à x) 4a 4 $ Ap | al X, | 


bY A 
(s «2 Ta #01) =y =уз. 
a H 
v; i Á à - {теша 
para o ргай № ed P” também Pertence ao gráfico de J, € a reta e é, em verdade, um eixo de si 


дир тл 


эло — —— Cam 
Zi GRÁFICO Capitula 2. Funções 


e quando seráo analisadas as curvas denominadas côni 
e parábolas. Р 
Neste momento, é importante conhecer apenas alguns fatos básicos sobre parábol 

definição. parábola é o conjunto de todos os pontos do plano cartesiano que eqüidistam fear ps 
distáncia) de uma reta e de um ponto, ambos dados (fixos). A reta em questáo é denominada PRA d 
parábola, representada por d, enquanto o ponto fixo é o foco da parábola, a ser denominado F daqui | » 
diante. Demonstra-se facilmente, por congruéncia de triángulos, que a reta que passa pelo foco eé 
perpendicular à diretriz é um (em verdade, O) eixo de simetria da parábola. 


d 


Por 
sma 


eé 


Р, 


Na parábola р, deve-se ter PQ, = BF e P,Q, = PF. 


É possível também provar que uma parábola pode representar o gráfico de uma funcáo real de 
variável real se, e somente se, a diretriz é horizontal, o que equivale a afirmar que o eixo de simetria 
deve ser vertical. Isto se deve ao fato (nào demonstrado aqui) de que qualquer reta paralela ao eixo de 
simetria intersecta a parábola em um ünico ponto, bem como existir uma infinidade de retas, nào 
paralelas ao eixo de simetria, que cortam a curva em dois pontos. 

Cabe agora provar que a curva (conjunto de pontos) que satisfaz a igualdade y = ax! + bx + c. 
com a 0, é uma parábola. Para isto, deve-se mostrar que qualquer ponto da forma (x, ax? + bx + c) está 
a mesma distáncia de uma determinada reta e de um certo ponto. Utilizar-se-á a forma canónica do 


um ponto do gráfico de uma função quadrática f: 


da 


2 
trinômio do 2º grau. Seja, então, P sas * z) - 
2a 


R > К, dada por fx) = ax? + bx + c. Conforme analisado anteriormente, caso a > 0, o gráfico de f 
admite um ponto em que a imagem é menor que a de todos os outros valores do dominio. Este ponto foi 
denominado o vértice do gráfico, e é imediato perceber que todo o gráfico deverá estar situado “acima” 
da horizontal que passa pelo vértice, neste caso. Se a < 0,0 raciocinio é análogo, com a única diferença 
de que o gráfico estará “abaixo” de tal horizontal. 

Suponha-se, apenas para fixar idéias, que a > 0. Provar-se-á que a distância de P até a reta 


horizontal d, dada por y = AL é exatamente igual a distancia de P até o. ponto 
` 4а 4а : 
DA). T | uem 
da^ apu ‚ É perfeitamente natural que haja estranheza em utilizar esses elementos рага 4 
a 4a 


о domina os conceitos de Geometria Analítica. Em verdade, o raciocínio para obter os "candidatos" a 
Nini SIND são melhores "de trás para frente”: fica muitissimo mais fácil para quem P ies 
Compl Pais analíticos, para quem já conhece resultados gerais. Entretanto, apenas para 

Pleteza, seráo apresentados aqui. 
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ância de um ponto qualquer até uma reta horizonta] Hrs 
еш 


notar que а dist e da reta (basta observar o eixo y аба 
Inicialmente: € T id as ordenadas do ponto Хоу). Assim, a 
fe a 
зашо da difereme? ^, 
pelo тён p até d será igual a: dew E p Y " 1 
г 5 EL. 
е) 74 Hrs NIRE 
; a 
2a 
P ! y 


Agora, é interessante observar que a distáncia entre dois pontos P e F quaisquer num sistema 


] ГС. 2 2 ; 
pode ser calculado pela fórmula Dpp = (x p -х,) + (уь -у;) . que é uma 


cartesiano ortogonal 
e a figura seguinte. 


conseqüència imediata do teorema de Pitágoras: Observe-s 


Na figura, AF é igual à diferença, 
em módulo, entre xp e xr. bem 
como AP = [уь — yr |. Portanto, 
a distáncia entre os pontos F e P, 
i representada pela medida do 
ХЕ “ X segmento РЕ, é a hipotenusa do 
, triángulo retángulo АРЕ: 

РЕ? = AP? + АЕ? 


2 
^ -( AA 
4a 4a 4a a 
b 2 2 2 
x+—| - ЕА l г 
| A [ E ЕЕ ГІЗ РЕА £ і. 
2а 2 2а 16а? E 
a 2 
2 
Б "E 
2a 4a 
-se, portanto, que Dp а= Dp 


Assim, o gráfico de айт E é, que qualquer ponto do gráfico de f eqüidista do 
жаа”, SS edle unção quadrática deve ser uma parábola, de foco no 


a € diretriz dad i 
| a ada pela reta horizontal de equacáo y and 


‚ lembrando - se que Ум? -|u| Vx eR. 


;Provou 
F e da reta d. 


ponto 
pont 
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"d 
No caso em que а < 0, as principais modificações são que o foco e a diretriz passam a ser, 
b ^ 1 ^ 1 
respectivamente, F - —.— — — e y =- 4 — , além de o gráfico estar inteiramente situado sob a 
p da” da 4а da 4a $ р 


diretriz. Diz-se que quando: 
e а> 0a parábola é cóncava para cima, signi 
à а <0 a parábola é côncava para baixo. 


ficando que ela está inteiramente sobre a diretriz; 
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Exercícios 

Da FES-95) Sendo Гита fungáo definida por 
x= 1)=2x) + f(x +1), tal que f(0) 22e 1) = 
- 1.0 valor de |3) é: 

a)l b)3 c) 16 d)8 e)9 


2) (PUC-MG-93) O teto de um túnel parabólico, 
com eixo de simetria vertical, tem altura máxima 
igual a 6 m e largura de base igual а 4 т, Calcule 
a altura do teto do (бпеГа 1 m do eixo de simetria. 


3) (UFPB-94) Considere as funções fe g de WR 
em W definidas por: 
íg(NX*2) se x<0 


Aus | 2x+5 se x20 
a f(x+1) se x<0 
st 2 se x20 


Calcule Д- 3). 


4) (UFPB-97) Sejam f e g funções de N em Ў tais 
que f(g(x)) = 2x e f(x) = 4x + 1. Calcule g(1). 


5) (Fesp-95) Assinale as alternativas corretas: 
0) Se f: R — {1} 9t — (3) definida por 


fixe etl , entáo аралар 
х-1 x-3 


1) Se fé uma função tal que f(x + y) = f(x).f(y) e 
f(1)=3, então f(n) = 3". 

2) Se f(x + 2) - x — 1, então f(x) é uma função 
Ímpar. 

3) Se fé uma função par e р(х) = 1/f(x), então Ғе 
uma funcáo par para todo x pertencente ao 
domínio de g. 

4) Se f(g(x)) =2x-1 e f(x)=x+ 1, então g(x) 
=х-1. 


6) (Fesp-97)) Assinale as alternativas corretas: 
0) Se Ге uma função continua e crescente no 
intervalo (а, b], então f tem sua inversa f^ 
definida no intervalo (Қа), f(b)]. 

1) Se fé uma função real de f(x — 1) = x? — x, 
então f(x) - x^ * x +1. 

2) Se Ге uma função inversível e o gráfico de f 
Passa pelo ponto (1. 3), então o gráfico de f^ ' 
passa pelo ponto (1, 1/3). 

3) A função f(x) = x! * x é par. 

4) Se f e g são funções impares, então (f + g) é 
uma função impar. 


7) (Unicap-93) Sejam A с B subconjuntos nào- 
vazios do conjunto dos nümeros reais; e sejam Ғе 
g duas funções cujo domínio é A e cujo 
contradomínio é B. Assinale as alternativas 
corretas: 

0) Se fé bijetora então existe a inversa de f. 

1) Se fé par e g é ímpar então f.g é par. 

2) Se A =B e f é injetora, então f admite inversa. 
3) Se g é uma função identidade, então A c B. 

4) Se y é inversa de f, então A = B. 


8) (Unicap-94) Sejam A e B subconjuntos náo 
vazios do domínio dos números reais e fe g 
fungóes com domínio em A e contradomínio em 
B. Assinale as alternativas corretas: 

0) Se fé a identidade então A = В. 

1) Se fé pare в é par então (f+ g)/2 é par. 

2) Se fé crescente e g decrescente, então existe xo 
€ A tal que f(xo) = g(xo). 

3) Se g é a inversa de f então A = В. 

4) fog = gof para todo elemento do dominio. 


9) (Unicap-95) Sejam A, B, C, R, f: t5 9t e БА 
-» В. Assinale as alternativas corretas: 

0) Se f(x) 2 0 e g(x) 2 0, então as inequacóes 
f(x) > g(x) e [6х)] > [g(x)]? são equivalentes. 
1) бед =В= 9t, fo) = x? eg(x) =|х|, então 
f(x) = р(х). paratodo x € A. 

2)88A- B- 9i, f(x) - ax * b e р(х) = x, com 
a, b € 9i, a # 0, então existe xo € A, tal que f(xo) 
= g(xo). 

3) Se A = B = 9t efe g são funções injetoras, 
então gof: R>R é também injetora. 

4) 56А =В= Яе х – 1) = 2х +1, então f(x) = 
2х. 


10) (Unicap-96) Se f: 9t 91 é uma função não 
nula, ímpar e periódica de período p, entào: 

0) Ёр) - 0 

1) f= х) = f(x - p) 

2) f(x) 2 6 x) 

3) f(- x)=- f(x + p) 

4) f(0) = 0 


11) (Unicap-97) Seja uma função do tipo f(x) = 
ax + bx + с, tal que 2х – 3) = 42+ 5, 
qualquer que seja о valor de x real. Determine о 
valor de c. 


si “funções f, ge h de R 
JFPE-93) Considere as funções 
12) (U i et) 


em M dadas por f(x) = x! 1l, ga 


x - 1. Pode-se afirmar que: 
0) fog nào é invertível 
nfé sobrejetiva 

2) gog é invertível 
3) goh é a função in 
4) hog é a função in 


versa de f 

versa de Í 

ла coluna las — 

a I as falsas. 
y= ax + 


13) (UFPE-94) Assinale 1 
afirmativas verdadeiras e na colun 
Considere a fungáo 9t 5t dada por h(x 
bx. a # 0. Admita que à imagem de h 0 
intervalo (- «o, 4). Analise as seguintes 
afirmações: 

00 h(- b/22) = 4 

11а>0 

2 2 4éo valor mínimo deh 

3 3 o gráfico de h intercepta a г 
4 4 o gráfico de h passa pela origem 


eta y =-b'/2a 


14) (UFPE-94) Seja f: R>R uma fungáo 
satisfazendo f(x) < f(3) para todo x + 3. Considere 
a função g: ЭЎ definida por g(x) = fx? = 61) 
+ 20. Determine b de modo que g(x) € g(b) para 
todo x real. 


15) (UFPE-96) Sejam A e B conjuntos com m e n 
elementos respectivamente. Analise as seguintes 
afirmativas: 

0) Se f: A — B é uma função injetora entào m <n 
1) Se f: A > B é uma função sobrejetora entào m 
2n 

2) Se f: A > B é uma função bijetora então т = п 
3) Se f A > B é uma função bijetora então о 
gráfico de f é um subconjunto de АхВ com mxn 
elementos. 

4) Se m = n o número de funções bijetoras f: A —> 
Bém! 


16) (UFPE-97) Sejam f: R - (3) > R - {- 2} e 
d R- (- 2; 2 9t - (- 3) duas funções tais que 
(g(x)) 7 x, para todo x no domínio de g. Se 


_3x+1 
g(x) = теті calcule f(2). 


17) prre Seja f: (0, 1) > R dada por 
fig 13 


х2-х 


Analise as afirmacó 
Eas ções: 
0-0) f é injetora. 


Eapítuto 2: 
1-1)f não tem raízes no intervalo Төте” 


2-2) A imagem de f não contém 1, 
3-3)/ é bijetora. 
4-4) (х) < 0 see só se x > 1/2. 


18) (UFPE-99) Seja NOAA 3:2: Y oos 
dos naturaise /: МХМ 5 М (т, п) 5 "junto 
(2141) = 
Analise as afirmações: 

0-0) / é injetora 

1-1) / é sobrejetora 

2-2) J é bijetora 

3-3) A imagem de f consiste dos números pares 
4-4) A imagem de f não contém primos. 


19) (UFPE-99) Considere a função 
x 


M x2 
Ше; 


definida para todo real x. Podemos afirmar que: 
х27Х 
0-0) Дх) = 1+ 2-і M 272* 


x 
=D fo i27 
2-2) f(x) náo assume valores negativos 
3-3) Existe um ünico real a tal que Да) = 0 
4-4) 0 < у (100) < 10 7* 


20) (UFPE-2000) Quais das ilustrações abaixo 
podem representar Os gráficos de funções f. g e£ 
of? 

(а) 


(b) e (c), o gráfico de gé? 


Observação: Em (a), 
bissetriz do primeiro quadrante. 


0() Db 2(0 3 4) ©) 


Lo 


31) (UFPE-2000) A figura abaixo ilustra os 
gráficos das funções (х) = ах * bx te е 
Tebyx ey 


pix) = AX 


Analise as afirmações: 
a <a 1)Ы <, 
3)b, b,>0 4)а с>а, с, 


2) 9 <<; 


22) (UFV-98) Seja f а funcáo real definida por 


Јо) = 1 xe[l,5]. Dividindo-se o intervalo 
Xx 
[1, 5] em quatro partes iguais e calculando-se a 


área de cada retángulo, como na figura abaixo, a 
soma das áreas dos retángulos é: 


a Ww 


23) (UFV-98) Sejam /; е: R> R funções tais 


que f(x) = -x? +4x е g(x) = 2x. Considere о 
triángulo retángulo cujos catetos tém por medida, 
respectivamente, os valores máximos de Jog e 
gof . Calcule a área deste triángulo. 


24) (UFV-98) Seja a função f definida no 
Conjunto dos números naturais, dada por 


feine А), уаз. 


a) Calcule f5), 


b) Qual O menor valo € n para o qual п) <= 
alor d aoq 
р f (n) 90 
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25) (Cefet/PR-2004) Uma companhia 
distribuidora de energia criou um método para 
cálculo das contas de luz: resolveu cobrar & u.m. 
de todos os usuários com consumo inferior ou 
igual a 100 kWh; para os que consomem entre 
100 e 300 kWh cobrará 0,05 u.m./kWh e para 
aqueles que consomem a partir de 300 kWh 
cobrará 0,05 u.m./kWh + 1 u.m. Sendo assim, é 
verdadeiro afirmar que a fungáo que representa 
este problema: 

A) © crescente, pois quanto mais se gasta mais se 
paga. : 

B) é uma função descontínua em x = 300 kWh. 
C) é uma fungáo linear. 

D) terá conjunto imagem ( y e IR/y> 5). 

E) Df- IR, 


26) (Cefet/PR-2004) Determine as funções 
compostas fog e gof se f(x) = х? — leg(x) = x^ + 
2x. ы 

A) fog = x* + бх? + 12х + 86 1 egof=*"—1 
B) fog = х? + 5x! + Зх egof 2x -x^- 1 

C) fog =х°— legof=x"-2x+1 

D) fog = xf + 2ҳ + 4x? + 2x? - 1e gof = x! - 3x? 
—2х° +1 

E) fog = x + 2x? + 2x — 1 e gof = хб — 2x] + 4x — 
2x c] 


27) (Ciaba-2000) O valor de m na equação 
x! - 6x + m = 0 a fim de que uma raiz seja о 
dobro da outra 6: 


(A) m=12 (B) т-8 
(Сут-5 (D)mz4 
(E)m =3 


28) (Ciaba-2005) O intervalo onde a função 


uude — 


positivo é 


El M 


ax-2 


. com а ЕК”, apresenta sinal 
El 
с) | -,*»| 
a 


29) (UFPE-2002) Sobre as parábolas que, dadas 
num sistema cartesiano com equacóes 

y 2 ax! * bx * c com a. b c c reais, interceptam 0 
eixo das ordenadas no ponto de coordenada 4 e 
tém vértice com abscissa 1 pode-se afirmar que: 
0) tém concavidade voltada para cima. 


7 
ôni = „Ду + ага 

1) tém forma canónica y = а (х= 1) 4-а рё 

algum real a. 

2) não podem ter у 

3) uma delas tem 5 


esbogada abaixo 
[ : 


ordenada 4 


értice com ч 
parábola 


ráfico contendo à 


| 

2 | 
m A 
1 2 3 4 5 
ientes satisfazem a relação 2a + 5% 


4) seus cocfic 
с-5. 
30) (UFPE-2002) Uma ponte possui um arco de 
sustentação na forma de um arco de parábola com 
eixo passando por OQ e suportes verticais 
situados a uma mesma distância, conforme 
mento da ponte é de 
ontos do arco e a 
m. O ponto P dista 5m do centro da 
onte. Determine a 
ndique 4x PM. 


ilustração a seguir. О compri 

20m e a maior distáncia entre p 

ponte é de 5 

ponte e PM é perpendicular à p 

distáncia PM, em metros, € i 
Q 


31) (UFPE-2002) Qual a solução inteira da 


х 
>19? 
9 


desigualdade 
x 


32) (UFPE-2002) Seja RR uma função par e 
periódica. Sabendo-se que f(x) = x para 0 < x < 1 
e que o período de Ғе айетабаПгїасбев 
а período de Ғе 2, analise as afirmações 
0) O gráfico de Ге ilustrado pela figura abaixo: 


Capitul 
2) A imagem do conjunto dos eme uides Fun ің 
(0,1) por fé 

3) O conjunto de soluções da equação fix 

igual a (1/2 + k : k inteiro) * o fix)= 15, 
4) Se |х|<1 então f(x) = |х| 


33) (UFPE-2002) Suponha que o consumo 4 
carro para percorrer 100km com velocidade ешт 
km/h seja dado por C(x) = 0,006x° — 0,6x pu 
Para qual velocidade este consumo é Minint 
A)46km/h В) 47кт C)48kmh | 
D)49km/h E) 50km/h 


34) (UFPE-2003) Quando o preço do pão francês 
era de R$ 0,12 a unidade, uma padaria vendia і 
1000 unidades diariamente. А cada aumento de 
R$ 0,01 no preço de cada pão, o número de pães 
vendidos por dia diminui de 50 unidades. * 
Reajustando adequadamente o preço do pão, qual 
a quantia máxima (em reais) que pode ser 
arrecadada diariamente pela padaria com a venda 
dos pães? Assinale metade do valor 
correspondente à quantia obtida. 


35) (UFPE-2003) Sejamaebas raizes da 
equação x — 5x + q = 0. Sabendo-se que 
a? bi a!.bº = 243, indique o valór de q. 


36) (UFPE-2004) Uma pesquisa sobre a relação 
entre o prego e a demanda de certo produto 
revelou que: a cada desconto de R$ 50,00 no 
preco do produto, o nümero de unidades vendidas 
aumentava de 10. Se, quando o prego do produto 
era R$ 1.800,00 o número de unidades vendidas 
era de 240, calcule o valor máximo, em reais. que 
pode ser obtido com a venda das unidades do 
produto, e indique a soma dos seus dígitos. 


rimento do 
0s 


37) (UFPE-2004) Indique o comp 
intervalo das soluções da desigualdade 
< 70. 

uma 
(сой 
eixo? 
ande 


38) (UFPE-2004) А figura abaixo ilusão 


viga na forma de um arco de parábola AB 
escalas horizontal e vertical diferentes). 
parábola contendo o arco AB é a reta pass” t 
por O e C. a qual é perpendicular 20 segmen ot 
AB. Se E é o ponto mé ED” 

]tura OC. 


1) Se 0 < x < 2 então f(x) = |х — 1| 
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dio de OB, EL ~ 
14m, calcule, em metros, аа 


Р 


А 


39) (UFPE-2004) A figura abaixo ilustra parte do 
vrálico de um polinômio quadrático р(х) = ax! + 
bx + c com coeficientes a, b c c reais. 


Analise a veracidade das afirmacóes seguintes: 
0) р(х) admite duas гаі2ев reais. 

1)b>0 

2) p(x) define uma função decrescente para todo 
real x. 

3) p(x) < 30 para todo real x. 

4)c» 0. 


40) (EEAR-2004) Considere a equação Bx-6[- 
X + 2. Com respeito às raízes dessa equação, 
podemos afirmar que elas pertencem ao intervalo 


3(.2. b)12,S[. є) Ј0,4].  d)]t.4]. 


41) (EEAR-2006) Se 


n 
5 Sen é par 
Қа)-4 2 define uma 
n+l 


757, s п é ímpar 


função EN>N, então 
a) Fé apenas injetora. 
) Fé bijetora. 

| f não é injetora, nem sobrejetora. 
) fé apenas sobrejetora. 


4 E 

2) (EEAR-2006) O conjunto dos valores reais de 

X para os quais a expressáo pedia é 

esti |х? -10x +21] 
"tamente Positiva é 

da SIR/x> 1) 
Хе IR/ 

Әт, XE) 


— Capítulo 2. Funções 
d) {х e IR/x> lx£3exz7 


7, 

43) (EEAR-2006) Dada a inequação 2 
2«4x 4]. o menor valor in 
um nümero mültiplo de 
03. b)2. (97 d) 5. 


-хХх<3х+ 
teiro que a satisfaz 6 


44) (EFAR-2004) A soma das raizes da equação 
Ix З= хте 


a)l Ы) 5/3 с) 10/3 4) 5 


45) (EEAR-2004) A expressão que completa o 
conjunto S = х € IR/ .....], solução das 
inequações х? + 1 «2x? 3 < — 5х é 
а)-2<х<1/2 b)1/2<x<2 
с)-3<х<-2 d)x«-2oux7 1/2 


46) (EEAR-2002) O maior nümero inteiro que 


> А 2(х+1 1 1 
satisfaz a inequação E) > (2x +3) é 
2)-4 b) -3 c) -2 d) 3 


47) (EEAR-2002) É par a função Г: w > N 
definida por 


а) ғ) =-1 Б) го) E 
x 


с) f(x) 2x d) f(x) = x) 
48) (EEAR-2002) Sex e Ze f(x) é uma função 
tal que f(p + q) = Қр).Қа) e f(2) = 2, então f(0) e 
f(— 2) são, respectivamente, 


a)le boet leo  d)le-4 


tol— 


49) (EEAR-2002) A equação |x}? «| - 6 = 0 

a) só tem uma solução. 

b) tem duas soluções, tais que seu produto é = 
- 6. 

с) tem duas soluções, tais que seu produto é = 
—4. 

d) tem duas soluções, tais que seu produto é igual 
а0. 


50) (EEAR-2000) Uma função quadrática tem o 
eixo das ordenadas como eixo de simetria. A 
distância entre os zeros da função é de 4 unidades, 
e a função tem -5 como valor mínimo. Esta 
função é definida por 


5a pen уз 
а) y= 42 © ys 5 


LN PE 
b J d) у=т* -5x 
2 xo -20x 
Е | domínio e o 
„minando о do 
Determinando 0 ш 
5 БЕАК-2000) 2. : 
ahw imagem a 
fa 1+vV1-x 7, obtemos: 
| E Ра 
D р=%- {-1} ip 
b) D=- (1) Im= E 
e) D=(-1.1) їт={ 
d) D=(-1 1) Im=[1) 
с ¿ uma 
52) (EEAR-2000) Se f()eav«b 6 


entáo, considerados 4 nümeros 
8 (рға .rÉs).temos que a 
Г) fe) 


sr 


função linear, 
reais p. 4.7.6. 
igualdade ПОБИОН 
4-Р 

а) é sempre verdadeira. 

b) só se verifica se p >q ou 
с) só se verifica se q > p ou 
d) nunca se verifica. 


S? Г. 
s? Fr. 


53) (EEAR-2000) Dada a funcáo f(x) definida 
para todo n inteiro, e sabendo-se qus f (0)-21 e 
f (1 +1)= f (1)+2, o valor de f (200) é 

а) 201 с) 2007 +1 

b) 401 d) 1.020.000 


54) (EEAR-2000) A solução da inequacáo 
|x-2|*|x-4|26, em U 231, é o conjunto: 

a) S=[xeR|r26) 

b) $={хєйї|х<0} 

с) S=[xeR|x<0 e x>6) 

d) S=[reR|x<0 ou x26] 


55) (EEAR-2003) Seja uma funcào f do 1.2 
Se 1(-1)=3 e £(1)=1, então o valor de f(3) é 
a) - 1. b) -3. с) 0. d) 2. 


grau. 


56) (ESPM-99) Um espiáo informa a seus 
Contratantes a quantia que uma empresa 
concorrente pretende inves 
codificada por meio das in 
l6m-74em'-81 «0, n 
quantia em milhões de dó 
informacóes deduz-se qu 
Investir, em dólares, 


йг. A informagáo 6 
equações 7.(m — 2)« 
as quais m indica а 
lares. Dessas 

€ a concorrente pode 


a) 9 200 000 5) 8 200 000 
с) 6 200 000 d) 4 300 000 
€) 3 300 000 


Capitulo 2 р, a > 


57) (ESPM-99) Considere a função dts - 
nümero real negativo associa Seu dobro e ас : 
nümero real nào negativo associa seu qua d 
Dos gráficos abaixo, o que MELHOR тере 
essa função é ta 


M 
bt / 
We usce ”, | 


5 y 


й 
P 


4 
T 


58) (ESPM-2003) A figura ao lado representa 
parte do gráfico de uma função polinomial do 
segundo grau onde V é o valor máximo. Se {2) + 
f(6) = 8, entáo f(7) vale: 


e ------------------ 


27 b6 c5 04 93 


ada um 
59) (ESPM-2002) Durante certa Apa ques 
estudante apaixonado por física perecer, 

ua casa varió 

temperatura externa na S Я с()=а* 
função do tempo segundo а “lei преташё > 
+ с, fa, b, cj, c R com а o p medió 
medida em graus Celsius € 0 desi “pares 
em horas, e assinalou alguns 46 


valores na tabela indicada a seguir. 
horário 410 1 [2 1214 
temperatura | 6? aA it m 8 ЕЗ 


elogio d 
Pergunta-se: (1) Que horas pet gixa” j 
instante em que a temperatura foi Mane em 4 
(2) Qual era a temperatura no 1n5 
relógio marcava 4 horas? 


Capítulo 2. Funções 


A) 2h.-6º 


B) 2h e 30 min, -6" 


C) 3h, -6º 
D) 3h, -9° 
E) 3h,-100 


60) (ESPM-2003) Seja y = f(x) uma função cujo 
gráfico está representado na figura abaixo. Pode- 
se afirmar que: 


суо 2) 2 1 


B) fof(0) = 1 
р) fof(3)=1 E)f[2.£2)] * 


А) 0) =1 


61) (ESPM-2000) Seja S о conjunto dos nümeros 
inteiros que satisfazem à inequação х2-6х% 5 < 
0. É verdade que 
(A) S é o conjunto vazio. 
(B) S tem 5 elementos. 
(C) dos elementos de S, o maior é o uiplo do 
menor. 

“ (D) dos eleméntos de S, o menor é um nümero 
impar. 
(E) um dos elementos de S é um número quadrado 


perfeito. 


62) (ESPM-2000) Suponha que o faturamento F, 
em reais, obtido na venda de n artigos seja dado 
por F = 2,5 e que 0 custo C, em reais. da 
produção dos mesmos n artigos seja C = 0,7п 
+ 360. Nessas condições, para evitar prejuízo, O 
número mínimo de artigos que devem ser 
produzidos e vendidos pertence ao intervalo 

(A) [194; 197] (B) [198; 203] 

(С) [207; 217] (D) [220; 224] 

(E) (230: 233] 


63) (ESPM-2000) O valor do trinómio do 
segundo grau —х2 4 4x + k é negativo para todo 
nümero real x, se, e somente se, 

(А)2<к<5 (B)k>4 (Ок-0 


(D)k <-4 (E)4<k<8 

64) (Fatec/SP-2001) As dimensões do retângulo 
de área máxima localizado no primeiro quadrante, 
com dois lados nos eixos cartesianos e um vértice 
sobre o gráfico de f(x) = 12 - 2x sáo: 

а)2е9 b)3e6 


с) 43 e 643 
e) 342 e 342 


65) (ЕКІ-2000) A função f(x) = х2 bx +c, 
definida para qualquer valor real x, é nula para x 
= rou x = 3r. Determine г sabendo-se que o valor 
mínimo de f(x) é - 9. 

ajr=00ur= lour=-1 

b)r=3our=- 3 

с)г=2 

d)r=4o0ur=-= 4 

e)r=9o0ur=- 9 


9,/2 


d) 2У2 e E 


66) (FEI-2004) Se o vértice da parábola de 
equação y == 2x? + kx + m é o ponto (- 1, 8), 
podemos afirmar que o valor de (К + m) 6: 
32 5-2 9-1! 40 e! 


67) (FGV-2002) Qual o domínio da funcáo 


Е x-1 
г) = 3 E 
x^ - 3х +1 


68) (ЕСУ-2002) Ота fábrica de camisas tem um 
custo mensal dado por C = 5000 + 15x. onde x é o 
número de camisas produzidas por més. Cada 
camisa é vendida por R$ 25,00. Atualmente, о 
lucro mensal é de R$ 2000,00. Para dobrar esse 
lucro, a fábrica deverá produzir e vender 
mensalmente: 

a) o dobro do que produz e vende 

b) 100 unidades a mais do que produz e vende 

c) 200 unidades a mais do que produz e vende 

d) 300 unidades a mais do que produz e vende 

е) 50% a mais do que produz e vende 


69) (FGV-2003) а) Dé o dominio da fungáo 
fo = E . 
х^ -7x 412 

2x- 3x 


b) Resolva a inequação: 


2003) O custo diário de produgáo de 
50 + 2x + O.Ix". ondexéa 

a produzida. Cada unidade do 
produto é vendida por R$ 6.50. Entre que valores 
deve variar x para não haver prejuizo: 

a) 19 <x <24 b) 20 <x < 25 

c)21 <x<26 d)22<x <27 


с) 23 <х <28 


20) FGV- 
um artigo é C 
quantidade diária pro 


71) (FGV-2003) Quando uma pizzaria cobra R$ 


14.00 por pizza, 80 unidades são ve 
Quando o preco é R$ 12.00 por pizza, 90 
unidades sào vendidas. 

a) Admitindo que a quantidade vendida (y 
o do 1? grau do preco (x). qual o preco que 
deve ser cobrado para maximizar a receita diária? 
b) Se a relação entre y e x fosse y == dx + 160. € 
o custo de cada pizza К$ 8,00, qual o preço que 
deveria ser cobrado para maximizar o lucro? 


) seja 


funçã 


72) (FGV-2004) O valor de uma corrida de táxi é 
uma função polinomial do primeiro grau do 
número x de quilômetros rodados. Por uma 
corrida de 7 quilômetros, paga-se R$23,00 e por 
uma corrida de 10 quilômetros, paga-se R$32,00. 
Aplicando-se o valor de uma corrida de 90 
quilômetros durante um mês à taxa de 10% ao 
mês. com o juro obtido será possível fazer uma 
corrida de táxi de 


a) 8km. d) 9,6km. 
b) 8.4km. e) 10Кт. 
c) 9km. 


73) (FGV-2004) Multiplicando os valores inteiros 
de x que satisfazem simultaneamente as 
desigualdades |x — 2| < 3 e |3x — 2| > 5, obtemos 
а)12 b)60 c)-12 d)-60 е) 0 


74) (FGV-2004) Quando uma empresa cobra p 
reais por unidade de um produto fabricado, ela 
vende x unidades por més. Sabe-se que p 
relaciona-se com x mediante a equagáo x = 100 — 
0,5р. Para que a receita mensal de venda desse 
produto seja R$ 4.800,00, o preco cobrado, por 
unidade, pode ser рі ou pz . A soma ру + p» vale: 


a) R$160,00 d) R$220.00 
b) R$180.00 e) R$200,00 
c) R$240,00 


75) о) Sejam Ге g funções quadráticas, 

чу в ax” + bx + c. Sabe-se que o gráfico de 
Imétrico ao de f em relacà ixo y 

2. acáo ao eixo y, como 


ndidas por dia. 


Caph | 
luto? йты, : 


Os pontos P е О localizam-se nos maiores zero; 
das funções f e g, e o ponto R é o intercepto de A 
g com o eixo y. Portanto. a área do triângulo 
PQR. em função dos parámetros a, b e c da função 
fé 

a) (a- b)c/2 b) (a+ b)c/2 c)-abc/2 
d)-b.c/2a е) с2/2а 


76) (FGV-2005) Sabe-se que o custo por unidade 
de mercadoria produzida de uma empresa é dado 
10000 

S -160, onde C(x) é 
o custo por unidade, em R$, e x € o total de 
unidades produzidas. Nas condições dadas, о 
custo total mínimo em que a empresa pode operar, 
em R$, é igual a 


pela fungáo C(x)=x+ 


a) 3600,00. b) 3800,00. 
c) 4000,00. d) 4200,00. 
e) 4400,00. 


77) (FGV-2005) A soma dos valores inteiros de x 
que satisfazem simultaneamente as desigualdades: 
Ix-5|«3elx-4|21€ 

a)25 b)13 c)l6 d)18 <)21 


78) (IBMEC-2003) Suponha que a quantidade 
mensal (d) que uma comunidade queira comprar 
de um determinado produto seja uma fungáo do 
primeiro grau em termos do ргесо (p) do 
respectivo produto. Considere que nos últimos 
dois meses os precos praticados foram R$ 10,00€ 
R$ 20,00 e que as respectivas quantidades 
adquiridas pela comunidade foram 180 e 80 
unidades do produto. O fabricante desse produto 
calcula que cada unidade produzida custa-lhe R 
2,00, e que o custo fixo operacional mensal é de 
R$ 690,00 (isto é, independente da quantidade 
produzida, ele gasta R$ 690,00 para manter Eua 
empresa funcionando). 

a) Determine a fórmula que esta 
de d em termos de p. 

b) Defina a função lucro total mensal (1) do E 
fabricante como a função que, para cada pres 


belece a função 
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praticado. associa o resultado da receita total 
mensal (dada pelo produto do preço pela 
quantidade) subtraindo o custo total mensal (dado 
pela soma do custo fixo operacional mensal com o 
custo de produzir d unidades); e determine a 
fórmula da função | em termos de p. 

c) Determine o preço que o fabricante deve 
praticar no próximo mês para que seu lucro total 
mensal seja o maior possível. 


79) (IBMEC-2004) Considere 
fo) =x? -metôm-2. 


a) Determine os valores de m para os quais os 
gráficos de f(x) е |f(x)| sejam coincidentes. 
b) Determine qual dos valores de m do item 

‚ anterior maximiza a ordenada do vértice da 
parábola dada por f(x). 


80) (IBMEC-2000) O gráfico a seguir mostra o 
comportamento (C) de dois processos industriais, 
A e B. ao longo do tempo (t). O departamento de 
engenharia determinou que só sáo viáveis os 
valores de t para os quais A(t).B(t) > 0. Então, t 
necessariamente pertence а: 


с 
‚А 

E ув 

i j 

i РА 

| 

! N 

i Ж t 

g зы 2274 ы 

i "m ad 

Н Pu M. 

E %% 

1и M 
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a) [2.4] 6)]o2[o4.*e[ DPM 
d) 10, 2[ e) ]4, + oo[ 


81) (ІВМЕС-2000) Seja a função definida no 
conjunto de todos os inteiros х por: 
x+l, se х>5 
f(x)- 
f(f(x+2)), se х<5 
Logo, o valor de f(1) é igual a: 
a5 b7 o8 d)9 ell 


82) (IBMEC-2000) Determine o conjunto dos 
valores de x que satisfazem a inequagáo: 


2 
x -5х%6, 
x44 


4 


83) (IBMEC-2001) Uma concessionária de 
automóveis, deseja construir uma estufa de 


pintura de formato retangular. Parte de uma 
parede já existente será utilizada como um dos 
lados da estufa, para os outros trés lados seráo 
utilizados 80 metros de lona plástica, de modo a 
produzir a área máxima. Determine as dimensóes 
dessa estufa. 


84) (IBMEC-2002) Considere a fungáo f com 
Domínio D= {x > 0) e Imagem Im = (y > 1} cujo 
gráfico está representado abaixo. Sabendo que o 
gráfico de f é um trecho de parábola, determine: 


а) A equação da função f. 

b) O Domínio e a Imagem de f^ (x). inversa da 
função f, sua equação e faça um esboço de seu 
gráfico. 


85) (IBMEC-2002) Um proprietário de um 
estacionamento notou que quando o preço do 
estacionamento era R$ 9,00. em média 30 carros 
estacionavam e que, para cada redução de R$ 1,00 
no preço, o número de carros que estacionava 
aumentava em 10. Qual deve ser o preço cobrado 
para que a receita seja máxima? Justifique. 


86) (Mackenzie-2000) Na figura, temos o gráfico 
de f(x) = ax? + bx + c. Então f(5) + (5) é 
a 


sempre igual a 
dy 


а)5+Ь b) — b/a c)0 
@) (а+ )/5  e)b/S 
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2000) Na figura. temos os 


87) (Mackenzie- xi bes uixit 


свһосов dos gráficos de f(x) = 
+a+b. 
^y 


Entào g (5) vale: 
а-3 b)-4 c)-2 d)-1 e)-5 

88) (Mackenzie-2001) Se 2x! - ax + 2а> 0, 
qualquer que seja x € IR, o maior valor inteiro 
que a pode assumir é: 

a)15 b)l6 c)18 d)20 e)22 


, 89) (Mackenzie-2002) A figura mostra o gráfico 


da função f(x) = ax? + bx + c, sendo —1 o seu 


; mínimo. Se g(x) = 3x — f(x), então f(3) + g(2) 
! vale: 


ея 


y 


а)-6 b с) 46 е)9 
90) (Mackenzic-2003) Afi 


gura mostra os ега 
dey-x'eys-x! Lp A gráficos 


medida de AB é: 


136 


a) 245 


91) (Mackenzic-2003) Considere os esbocos dos 
gráficos das funções g(x) = x! * cx «2e х) = 
а.х + b, dados na figura. 


M 


O valor de f(g(2)) é: 
а2 М5 c)4 43 еб 

92) (PUC/MG-97) Considere os conjuntos А = (x 
€ Z/x * 11« 5) еВ = (x e Z/|x| » 3), O número 
de elementos do conjunto AMB 6: 

a2 b4 c)8 d)9 all 


93) (PUC/MG-2000) O conjunto solução da 
desigualdade x - 1|<2é S = ix ІК/а<х< 
b}. O valor de b — a é: 
а)0 bi c2 d)3 e)4 

94) (PUC/RS-99) О lucro de uma empresa 
imobiliária, em um certo período de tempo. é 
dado em milhóes de reais por L(x) = 5.(x - 4.8 - 
X), onde x representa o nümero de lotes vendidos. 
Para que a empresa tenha lucro máximo. ? 
nümero de lotes vendidos nesse período deve $ 
igual a 


32 b)3 c)6 47 o8 
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95) (PUC/RS-99) Seja f a função definida por 


-x? х<0 : 
| X7 SEX<U Nestas condições, ҚҚ2)) 


TO) 

P li-x sex 20 

é igual a 

A)2 B1 OO D)-1 E)-2 


96) (Pl ¡C/SP-2000) Se x e y são números reais 
tais que 2x + y = 8, о valor máximo do produto 


xyé 
A)24 B)20 С)16 р)12 E)8 


97) (PUC/SP-2001) Um veículo foi submetido a 
um teste para a verificacáo do consumo de 
combustivel. О teste consistia em fazer o veículo 
percorrer, várias vezes, em velocidade constante, 
uma distáncia de 100 km em estrada plana, cada 
vez a uma velocidade diferente. Observou-se 
entáo que, para velocidades entre 20 km/h e 120 
km/h, o consumo de gasolina, em litros, era 
função da velocidade, conforme mostra o gráfico 


seguinte. 
consumo (litros) 


1 
І 
1 
1 
1 
i 
П 
П 
1 
! 


! velocidade (km/h) 


20 60 
Se esse gráfico é parte de uma parábola, quantos 


litros de combustível esse veículo deve ter 
consumido no teste feito à velocidade de 120 


km/h? 


a)20 b)22 e) 28 


c)24 d)26 


98) (PUC/SP-2003) Ao levantar dados para а 
realização de um evento, а comissáo organizadora 


observou que, se cada pessoa pagasse R$ 6,00 por 
sua inscrigáo, poderia contar com 460 
participantes, arrecadando um total de R$ 2 
760,00. Entretanto, também estimou que, а cada 
aumento de R$ 1,50 no ргесо de inscrigáo, 
receberia 10 participantes a menos. Considerando 
tais estimativas, para que a arrecadação seja а 
possível, o preço unitário da inscrição em 


maior 

tal evento deve ser 

a) R$ 15,00 b) R$ 24.50 
c) R$ 32,75 d) R$ 37,50 
e) R$ 42,50 


99) (PUC/SP-2004) Quantos nümeros inteiros е 
estritamente positivos satisfazem a sentença 

E adam 
x-20 12-х 
A) Dezesseis. 
D) Quinze. 
C) Quatorze. 


D) Treze. 
E) Menos que treze. 


1 
— € 


100) (UECE-2000) As funções f(x)- 
х 


200= — (ondex e Ё, х+ 0 ех * 1) sáo tais 
x 

que: 

a) (Го в)(х) = (g o 6) 

b) (f o g)(x) é sempre positivo 

c) (fo gx) - (go A(x) = -x 

d) (fo g)G) . (go (х) 7 x (x -D 

funcáo real de 


101) (UECE-2002) Se fé a 
x para todo X, 


variável real, tal que fx + 1) = 
entáo 2f(x) + 3 é igual a: 


а)х+2 b)x*l ох d)x-1 


as fungóes reais 
b, com a.b 2 0. O 
g (foo) é: 


102) (UECE-2003) Considere 
Қх) =х+а e р(х) =x? +x + 
valor de x para o qual se tem f(g(X) = 


aj 2E b)2ab 9? 4-5 


103) (UECE-2003) O conjunto (хе R | «(s + 1) 


> х) é igual a: 


ав b)R-{-1} d) [1. +) 


c) [-2. + ә) 


104) (UECE-2004) Se fRR é uma função tal 
que Қа + b) = Қа) + f(b) + a.b, para quaisquer 


números reais a e b, e f(2) = 3, então f(11) é igual 


a: 
a)33 b)44 c)55 d)66 


105) (UECE-2004) Sejam ЁК > Ке g:R>R 
fungóes cujos, gráficos são retas tangentes à 
parábola y = -x^. Se f(0) = g(0) = 1 então a função 


h(x) = f(x)g(x) é igual a: 
a)1 - 4x? b) 1 + 4х2 
с)1-2х2  d)l+2x? 


106) (UECE-2005) Seja ЁК э R a função 
; 12x? "mw 
definida por f(x) = + pS se x é racional 
1— x^,se x é irracional 


O valor de (0,1) + 61-42) + £27) é: 


b) 2,26 + 342 


26 + 242 
a) 0.26 NS d) 0,25 + 342 


с) 3,25 + 42 


107) (UECE-2005) Em relação à equação 


м * x = x - 4 é possível afirmar-se, 


e la 
corretamente, que € EE 
a) admite exatamente duas soluções reais 
b) admite exatamente uma solução, que € rea 
c) admite duas soluções, sendo uma real e uma 
complexa (não real) | 
d) não admite soluções reais 


108) (UEL-2005) Seja f(n) uma função definida 
f(2)22 
f(p*q) = f(p)f(q) 

onde p e q sáo inteiros. O valor de Қ0) é: 


2-1 0 әт 9-2 92 


para todo n intero tal que 


109) (UEL-2005) Seja f: A — B uma função е D 
um subconjunto de 4. А imagem de D pela função 
fé o conjunto definido e denotado por Im(D) = {у 
єВ : existe x € D tal que f(x) = y). Quando a 
função f: P>P, for definida por 


x+2 se x>1 
f(x) = 1 se -І<х<І. 
=x+l se x<-l 


a imagem do intervalo fechado [-1, 3], isto é, 
Im([-1, 3]) é dada por: 

а) {1} O {y єР:3 <у<5} 

b) {ye P:3<y<5} 

с) {1} a {у єР:3 <у<5} 

d) {y e P:y>3} 

e) {y e P:-2<y <5} 


110) (UEPA-Prise-2004) Após uma cobrança de 
falta. uma bola de futebol descreveu uma 
trajetória parabólica. Observou-se que a altura h, 
em metros, da bola variava de acordo com o 
tempo ы em segundos, após o chute, 
Considerando que a bola foi chutada do solo no 
instante t = 0 segundos e que a altura máxima 
atingida por cla foi de 4m após 2 segundos do 
chute, qual a lei matemática que define di 


função? 

üh(ü--P-4t Ыһ)=-02 
2.0.4 

с)ш=-42 + dh шо en 


8) 0) = -20 - 4t 


Capítulo mo 
111) (UEPA-Prise-2004) O conjunto so Mig 
i Сао da 


equação |х — 21x| - 3=0 € igual а: 
a)S=(-1,3) d)S=(-3, 33 )S=4] 1 
d) S= {-3, 1} eS = (1,3) H 


112) (UEPA-Prise-2005) Ao chutar чта | 
cientista observou que sua trajetória Mn. n 
matemática h(t) = 6 + 4t — E, na qual he А бы 
em metros, atingida pela lata em funcio do 
t, em segundos, após o chute. Com biis Қ. 
situacáo e analisando as afirmativas а Seguir: 
Т. O gráfico que traduz a função acima dese. 
uma parábola com concavidade voltada 
cima. 

П.А altura máxima atingida por essa lata é de 
10m. 

ТП. Essa função possui duas raizes reais. 

É correto afirmar que: 

a) todas as afirmativas são verdadeiras 

b) todas as afirmativas são falsas 

с) somente a afirmativa I é falsa 

d) somente a afirmativa IT é verdadeira 

e) somente a afirmativa III é verdadeira 


Escrita é 
Para 


113) (UEPA-Prise-2005) Patrícia está paquerando 
três colegas: Ricardo, Paulo e Maurício. Para 
conhecer um pouco sobre suas personalidades 
recorreu ao zodiaco. Ficou sabendo que Ricardo é 
do signo de Áries, Paulo é de Leão e Maurício, de 
Virgem. Considerando A o conjunto formado por 
esses colegas de Patrícia e B o conjunto dos 12 
signos do zodíaco, é correto afirmar que a relação 
de А em B: 

a) não representa uma função. 

b) representa uma função somente injetora. 

c) representa uma função somente sobrejetora. 
d) representa uma função bijetora. 

e) representa uma função não injetora e nem 
sobrejetora. 

114) (UERJ-2003) No gráfico abaixo, estão Й 
representadas as funções reais f(x) = X € в(х)® 
ax? bx + c. 
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Capítulo 2. Funções 


"i 


Sabendo que f(3) = g(3), determine o conjunto- 
solução da inequação f(x) > g(x). 


115) (UENF-2005) Considere as seguintes 
funções, relativas a uma ninhada de pássaros: 
C=5+ 10n; С = custo mensal, em reais, para 
manutenção de n pássaros V = — 5n? + 100n — 
320; V = valor mensal arrecadado, em reais, com 
a venda de n pássaros, para 4 < n X 16. 

Sabe-se que o lucro mensal obtido é determinado 
pela diferenga entre os valores de venda V e custo 
C. 

A) Determine os possíveis valores de n, para que 
haja lucro nas vendas. 

B) Calcule o valor de n que proporciona o maior 
lucro possível e o valor, em reais, desse lucro. 


116) (UERJ-2001) O volume de água em um 
tanque varia com o tempo de acordo com a 
seguinte equação: 

V=10-|4-2])-|2t- 6). t e IR, 
Nela. V é o volume medido em m? após t horas, 
contadas a partir de Bh de uma manhã. Determine 
os horários inicial e final dessa manhá em que o 
volume permanece constante. 


117) (UERJ-2002) Considere a função 


fi 


а) Determine suas raízes. 
b) Calcule f * fC D 
2 à 


x+3 2 
> E -18. 


1 + 

m (ШРАСЗ2001) Se f: Ac IR > IR é uma 

s real, Uma das afirmações abaixo 
егіга que f é crescente, Qual é ela ? 
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а)х>у > f(x) < fy), para todos X, y em А 
b) X * y > f(x) ж Қу), para todos x, y em А 
c) Dado y є |R, existe хет A tal f(x) = y 

d) Para todos x, y em A, f (x) = Қу) 

e) Xx > y 2 f(x)? f(y), para todos x, vem A 


119) (UFAC-2002) O gerente de uma loja anuncia 
a seguinte promoção: para uma compra de até R$ 
300,00, nenhum desconto. Nas compras acima 
de R$ 300,00, desconto de 20% sobre o que 
exceder a esse valor. A função f que fornece o 
valor a pagar f(x), em reais, para uma compra x 2 
0, em reais, é 
x x < 300 
a) wozy 


se 
0-4. se x »300 


x se x < 300 
b) ME se x » 300 
x x < 300 
80+x se x>300 

x se x € 300 
4) о-да, se x>300 


se 


c) f(x) 4 


x se x < 300 
е) foo- 60+5x se x>300 


120) (UFAC-2003) A condição sobre p de modo 
que a equação р.х? + x +1 = 0 tenha duas 


raizes reais e distintas é: 


1 1 
Ь)р>— с)р< — epzO 
) P 4 )p ДОР 


а)р<+ 


d)p- e) p=0 


121) (UFAL-2002) Seja f a fungáo de IR em IR 
dada por f(x) = VQ - x)? . Determine o conjunto 


solução de — 1 < f(x) < 9. 


122) (UFAL-2003) Tendo por base a função f, de 
IR em IR, dada por f(x) 7 |x — 1| * 3, analise as 
afirmativas seguintes. 

0 0 – Uma outra forma de expressar a lei que 


x+2 se x20 
-x+4 se х<0 
1 1 - O conjunto imagem de f é o intervalo [3, + 


define fé f(x) -[ 


ә 
2 2— f é crescente no intervalo ] — oo, 1[ 


6, eno -2«x «4 


33-5е f(x) < . 
2 fico de f intercepta о eixo das 


4 4 - O gá 
abscissas no ponto (1; 0) 

123) (UFAL-2003) Seja a função f. de [- 2. 4] em 
ІК, definida por 
: 3х +2, 
192 (2x? -8x. se 
conjunto imagem de f. 


1 


-2< ) 
. Determine o 


se х< 
1<х<4 


124) (ПЕВА -99) Sobre a função real, de variável 


т ‚ pode-se afirmar: 


4 
жә 


real, f (x) à 
x 
(01) O dominio da f é К. 
(02) O gráfico da f intercepta о eixo Ox no 
ponto (-1. 0). 
i) 
(04) 262). 


t (i) 


(08)Se f(x)=3, então x e(-2, 2, 


g(x) 


ә 


}. 


-x 
são funções 


x! 3x 


(16) f(x) 
iguais. 


(32)Sendo р(х) = 3x «1 , 


е 


125) (UFBA-2000) Sendo f (x)=x?+bx+c е 
в (х) = mx + n funções reais cujos gráficos estão 
representados ao lado, pode-se afirmar: 


(01) A imagem de fé Е saf 
2' Р 


ШЫ ((-2)-15 

4 ção da i do f 

s M map da inequação f(x) « 36 [0. 4]. 

(16) А solução da inequação lg (xy 
0] u [6, + of. 

(32) f(g (x) ) = х2- 2x 

(64) g'G)ex-3 


>36 ]-ә, 


126) (UFBA-2001 
função f: R > R 
afirmar: ` 


) Сот Баѕе по gráfico da 
Tepresentada ao lado, pode-se 
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(01) A imagem de fé o intervalo |0, 1] 

(02) A equacáo f(x) = 1 tem infinitas soluçãe 

(04) A equação f(x) = 2/2 não tem sol o 

(08) A função f admite inversa. T 
о 2 тй 

1 i n (0, 2) pertence ao gráfico de g(x)s | 

(32) O gráfico da função f(|x)) é 


127) (UFBA-2001) Considere as funções reais fe 
g, tais que 

e ІСУ- ax? + bx + c, a # 0, tem apenas uma raiz 
real, seu gráfico tem por eixo de simetria a rela X 
= | e passa pelo ponto (2, 1). 

e g(x)7mx-*negí(f(x) =- x?+2x 

Nessas condições, pode-se afirmar: 

(01) O gráfico da função h(x) = у(х) é 


(02) g ^ (х) = р(х) 

(04) A equação f (|х|) = 
(08) O conjunto-solução d 
>0é]-%, 0] u [2, +% [. 


‚у s distintas: j 
0 tem 4 raize f )- ig) 


a inequação f(x 


амы 


Papítule 2 Funções 


ЖА função r(x) = f(g(X)) é crescente para x = 
( 


0. 

(UFBA-2002) Considerando-se as funções f 
ph R eg: RR definidas pelas equações 
no = Dé - 2x] + rego) =x = 20 + dx é 


correto afirmar: | | | 
(0130 gráfico de g intercepta o сіхо das abscissas 


em dois pontos. — 
(02) O valor de f(1/2) é igual a 4. Қ 

(04) Sex <0 oux 2 | então f(x) = 2x% + 5х. 

(08) A equação f(x) = g(x) tem uma única solução 


negativa. 
(16) Existe x < 0, tal que g(x) > 0. 


129) (UFBA-2002) Uma microempresa fabrica 
um determinado bem de consumo e o coloca à 
venda, no mercado. O custo de fabricação do 
produto 6 composto de uma parcela fixa, 
correspondendo a R$300,00, e mais R$3.00 por 
unidade fabricada. A quantidade vendida depende 
do prego da unidade e Obedece à lei de uma 
função afim. Quando o preço da unidade é de 
R$6.00, são vendidas, mensalmente, 200 unidades 
do produto. Aumentando-se o preço em R$2,00 
por unidade, passam a ser vendidas 100 unidades 
mensais. Com base nessas informações, pode-se 
concluir: 

(01) A quantidade vendida em relação ao preço 
unitário é uma função decrescente. 

(02) Se o preço unitário for de R$3,00, 250 
unidades serão vendidas. 

(04) O custo de fabricação de 1000 unidades do 
produto é igual a R$3300.00. 

(08) A receita máxima pela venda do produto é 
igual a R$1250.00. 

(16) Sendo L(x) o lucro em função das unidades 
vendidas. então L(x)= — 0,02x^ + x — 100. 

(2) Quando o preço unitário se situar entre 
R$6.50 e R$9.00, o lucro será crescente. 


130) (UFC-2004) As raizes da equação x^ — px + 
4 E 0, onde p e q são constantes, sáo os cubos das 
raizes da equação x? + x + 1 = 0. Determine os 
valores de p e q. 


x ПЕС 00 ^ soma dos inteiros que 
E 'slazem a desigualdade |x — 7| > Ix + 21+ [x -2 


^1 BO C)-2 Das E)-18 


132) (UFC-2004) Considere a função 

E €x = г 

єх) = ране definida para todo nümero real х 
NAS 


tal que dx + 3 = 0. onde c e d sáo constantes reais 
Sabendo que х) = x et" (3) = ДЕЦ = 
- 3/5. podemos afirmar que c^ + d` é igual a 

а)5 b)25 с)бі d)113 e)181 


133) (UFC-2000) (UFC-2000) Sejama,b,ced 
números reais com a 7 b ec ž d. Suponha que t: 
(а. b]>[c. d] é uma função estritamente crescente 
(isto é. X; < x; <> f(xi) < fix») e sobrejetiva. 


Entáo podemos afirmar corretamente que: 
y 

a) { at+b) c+d 

(2 2 

с) f(a) + f(b) |с. d] 

е) (ау < ДЫ) 


b)f(a)"cet(b)- d 


d) f(b) — Қа) e fe, d] 


134) (UFES-2002) 


-2 -1 0| | 4 
O gráfico acima representa a função 
a) Ло) =||х|-1| 


b) /(х)=|х-1|+|х+1|-2 
с) у(х) = ||xi« 2]-3 
d) f() = 1-1] 


e) уб) = [|12 


135) (UFES-2003) Dada а função 


x(x -1) 


f(x) = 2, pode-se afirmar que, para todo 
хж-2е x%*0, f(x + 2) éiguala 
A) f(x) + f(2) b f(x+1) f(x) 
x x(x + 2) x(x +2) 
d) (х+ 2) + f(x) à (x * 2) f(x +1) 
X x 


136) (UFF-2001) Sejam T: М > MeS:M >M 
as funções representadas a seguir. 
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Com respeito à fungáo composta ToS, tem-se: 
а) ToS(3) = 503) d) ToS(1) = SC) 

b) ToS) = T(2) e) ToS(2) т(1) 

c) То5(4)- ToS(1) 

137) (UFG-2001) Considere а equação 

de m é um número real. 
a raiz real da equação. 
os valores de m, para 08 
z real. 


xevx^ +x+m=m,on 
a) Para m = -l. determine 
b) Determine O conjunto d 
quais a equagáo possui uma rai 


138) (UFG-2003) Seja x a quantidade de produtos 


fabricados por uma empresa. A parábola L e a reta 


C, conforme figura abaixo, são OS gráficos das 
lucro total da 


funções L(x) , que representa 0 
empresa, € C(x), que representa O custo de 
producáo е comercialização do produto. 


Se o lucro líquido é o lucro total menos o custo de 
produção e comercialização, 

a) calcule o intervalo de variação da produção em 
que a empresa terá lucro; 

b) esboce o gráfico do lucro líquido. 


a (UFJF-2003) A figura abaixo represcnta, no 
ano cartesiano, O gráfico de uma função y = 
definida no intervalo [-2, 5]. ОРУ 
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Lapítulo 2 An м, ` 
Amã, 


Com base nesse gráfico, é incorreto afirmar | 
Que: 


a) f (4) > f (5). 


b) o conjunto imagem de f contém o intervalo 


[714]. 
c)f(x) «0se-2xx <0. 


d) f (f(1)) = 0. 


e) o conjunto (xe[-2,5] | f (X) = 3)possui 


exatamente dois elementos. 


Responda às duas questóes abaixo, observando os 
gráficos das duas funções fe g de IR ет ІК, 
respectivamente, do 1? e 2° graus, representados 


abaixo. 


140) (UFJF-2004) Sobre a func 


em, definida por h(X) = f(x) + 
afirmar que: 

a) possui ponto de máximo. 
b) possui ponto de mínimo. 
c) é uma função crescente. 

d) é uma função decrescente. 
e) é uma função constante. 


141) (UFJF-2004) Sobre a fu 


em IR, definida por h(x) = fg 


afirmar que: 

а) possui ponto de máximo. 
b) possui ponto de mínimo. 
c) é uma funcáo crescente. 
d) é uma função decrescente. 
e) é uma função constante. 


x EX! » de 
nodo h Тор ЕТО 


x), é CORR 


ãoh=f+gdelR 
g(x), é CORRETO 


IR 


y 


F-20085) O conjunto-verdade da 


142: (UE! 
NN 350€ 


incquação 


aire IRON Us 
pix e IR 12<x<3) 
ене 1 5Х561. 
diis e IR (x7 1). 
pre RINS 


143) (UET A-2001) O conjunto de todos os valores 


кшк de N, para os quais o gráfico de INN) = Х 
esta acima do grafico de QUO) АХ (isto é "ә > 
ANE Ma 
9-42 «X «42 ЫХ > 42 

лох у2 4-2<Х<2 

0-2 5 Х < 2 


un (UFI A-2002) O desenho ri presenta os 
graficos Че fi)- Nt le ша)? | 


х 


A alternativa INCORRETA é: 
as Soordenadas do ponto B são (2. 3) 
| a área hachurada é definida pelos pontos (X, 
- com gi) ух кх) e -1<х<2 
O valor mínimo assumido pela função g(x) é - 


х) > 0 para todo x 
| O) (0)-0 


143) (UF 
3) (UFLA-2002) Sendo a e b as raízes da 
1 1 


—+— = =, calcule 
a 


Equação 2x? - sx 4 
Miardo 2x0 - Sx+m=3 е 


to! 


9 valor de m 


146) (UF 

Bic о A equação 2х2 - Qn - 14)x + 
nula А m duas raízes, sendo que uma delas 6 
аў ты Outra raiz é 
b igual a 3 

! igual ao 
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Саро 2. Iunções 


€) igualada 
d) tambem наа zero 
€) iguala а 


ШЕ» ШИК ON Vale 
147 | y valores « 


хта й y л 
| que à equação (m + Dx m 2 
ent Л 
Yuma ru positiva contra n D TUN 
anecyativia 
148) (U 
(VEDA 2004) Seja Fx) a razi 
48 E 0 i An centre as 


SIME PU JN +Ax 40 ( 

N 8 36, Para quais : neben : 
ШЕР 1 us valores de x, ROO é negativa? 
b) (-е,-5) U (ud n) 

€) (-5.-4) y (4,3) 

d) (4,3) 0 (3,0) 


€) (-0,-5) (lov) 


149) (UFLA-2005) A representação gráfica da 


função у= хрх 
a | ! | 
| 
[у A 3 
cmo M d ER. 
"S Ра / + L 1d 
| / 
4 
c) | | 
Ж | 
/ \ ^ 4 
| z Vi . É da 
| 
e) 
1d 
andado 


150) (UFLA-2005) Ao adicionar certa qu 
x de fertilizante nitrogenado ao solo, plantas de 
uma determinada especie reagem а essc 

fertilizante, apresentando um desenvolvimento em 
altura y, conforme representado ao lado 


уф 

| етү ы 

Ww б N 

/ Е 
р Y N 
N, 

| S 

| ш x 

| à 

A EN СА 
о т р 


a das plantas quando 
ade de fertilizante é adicionada, 
eméa quantidade de fertilizante com à qual as 
plantas atingem altura máxima. Acima dem, o 
fertilizante passa a ter ação tóxica, sendo que em 
as não chegam а crescer. Supondo que a 
e x se dá através da função y =- 
expresso em metros € 


O valor p cot responde à altur 


nenhuma quantid 


n, as plant 
relagáo entre у 
0.02% + 0.2x + 1,5, sendo у 
nas de quilos por hectare, então, 05 
o. respectivamente 

b) 0:10:20 

4) 0:75; 15 


x. em deze 


Os cabos da ponte pénsil, 
indicada na figura abaixo, tomam à forma de 
arcos de parábola do segundo grau. Ás torres de 
suporte tém 24 m de altura с há um intervalo entre 
elas de 200 m. O ponto mais baixo de cada cabo 
fica a 4 m do leito da estrada. Considerando o 
plano horizontal do tabuleiro da ponte contendo o 
eixo dos х e o eixo de simctria da parábola como 
sendo o eixo dos y, perpendicular a x, determine o 
comprimento do elemento de sustentação ВА, 
que liga verticalmente 0 cabo parabólico ao 
tabuleiro da ponte, situado a 50 m do eixo y. 

^ 


151) (UFMA-2003) 


152) (UFMA-2003) Sendo f uma função раге g 
uma função ímpar e sabendo-se que л) = 42e 
g-42) = л. pode-se concluir que (fo v2) é 


igual a: 
a) УЗ Ы-я 9-42 PERI 


153) (UFMG-97) Dadas duas funções fe g, pode- 

se calcular f(g(xX)) desde que x pertença ao 

domínio de g, e g(x) pertença ao domínio de f. 

A) Scjam f(x) = 5 e gx)-2x-3. CALCULE 

(Қ) e ((в(х)). 

В) f(x)» abe 
х+3 

DETERMINE o conjunto D de todos os valores 


de x para os quais f(g(x)) pode ser calculado e 
DETERMINE a expressão de f(g(x)). 


dz 


Sejam e 
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4 TEXAS Capit, 
154) (UFMG- "nsi um 
54) (UPMG-97) Considere um р 02 "рр, 


39. Suas dimensões são alterad Clângulo de as 
cada reduçã de x em sua base hà de тоф, А 
se um novo retángulo de área Bud x20 obs. 
жІ5х-х а Por Aix zv 
A) MOSTRE que, para 0 < x « 39 36 
cada um desses retángulos pode p a altura de 
forma h(x) = ux + be DETERMINE, 74 
B) Dentre esses retângulos, DETERS Ci 
dimensóes do que tem área máxima, PUN 


а na 


E as 


155) (UFMG-97) O ponto de coordenadas (5 
pertence à parábola de equação y = ax? + ү 5 
A abscissa do vértice dessa parábola é du 


A); B)! 05 D)2 


156) (UFMG-97) Para um número real fixo a, a 
função f(x) = ax — 2 é tal que f(f(1)) = -3. 

O valor de a é 

A)! B2 C)3 D)4 

157) (UFMG-98) A) DETERMINE o valor det ' 
xo +1 ік 4) 


сх+2 


para que а fungáo dada por f(x) = 
satisfaça а igualdade f1)7f(2. 
B) Para o valor de c obtido no item anterior. 
DETERMINE todos os valores de x para 05 quais 


f(x) > 0. 


158) (UFMG-99) Observe а figura, que representa 


o gráfico de y = ax” + bx €. 
. y 


х 


E 
Assinale a única afirmativa FALSA em ga 
esse gráfico. 

A) uc é negativo. 
C) b é positivo. 


p) p? dae é positivo 
D) c é negativo 


guras. 


159) (UFMG-99) Observe as fi 


БР 


— E 
Ya 
1 
07 
03 
» 
o2 05 E. 
у= О (х) 
У, 
1 
07 
A 
03 e 
| 
| "ES 
0,3 0,7 1 x 


Nessas figuras, estão representados os gráficos 
das funções y = F(x) e y = G(x), definidas no 
intervalo [0,1]. O gráfico de y = G(x) é formado 
por segmentos de reta. 

Assinale a única afirmativa FALSA em relação а 
essa situação. 

Ауа (Ft) ) =F (x) para todo x € [0,2,0.5 |. 
BG (F(0.5)) z G ( F(x) ) para todo x e [ 0.1 |. 
СОО) G ( F(0.2) ). 

DG (HOS) > GCE) ). 


160) (UFMG-2000) Seja M o conjunto dos 
números naturais n tais que 2nº — 75 n + 700 < 0. 
Assim sendo, é CORRETO afirmar que 

27 apenas um dos elementos de M é múltiplo de 4. 
h) apenas dois dos elementos de М são primos. 


" 4 soma de todos os elementos de M é igual a 
9 


4M Contém exatamente seis elementos. 


161) (UI MG-2000) Observe a figura. 
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Ela representa o gráfico da função y = f (x), que 
está definida no intervalo [- 3, 6]. 

А respeito dessa função, é INCORRETO afirmar 
que 

A)f(3)» f(4). 

B)f(f(2)»1,5. 

С) f (x) < 5,5 para todo x no intervalo [- 3, 6] . 
D) o conjunto (-3 <x < 6 | f (x) = 1,6) contém 
exatamente dois elementos. 


162) (UFMG-2000) A seção transversal de um 
tünel tem a forma de um arco de parábola, com 10 
m de largura na base e altura máxima de 6 m, que 
ocorre acima do ponto médio da base. De cada 
lado, sáo reservados 1,5 m para passagem de 
pedestres, e o restante é dividido em duas pistas 
para veículos. 

As autoridades só permitem que um veículo passe 
por esse túnel caso tenha uma altura de, no 
máximo, 30 cm a menos que a altura minima do 
túnel sobre as pistas para veículos. 

CALCULE a altura máxima que um veículo pode 
ter para que sua passagem pelo túnel seja 
permitida. 


163) (UFMG-2001) Observe esta figura: 


Assim sendo, para quais valores reais de 

0 7 ftx) c 1? ИТИМ 
ау іх e Ik:-3/27x7 1) sine. 
1} 2 fx elR: 1 7x72j 
by lx elR:- 27x C-32j oneroso 
12; Six € IR: 27 x £j 

с){хє IR:-3/2zxz1lp fx € IR: 1/25 


o representados 05 gráficos das 
dj {x € IR:-3/20x 21, tre TETE 


igura. estã 
3x — 5. Considere 05 


ху= x2 e gl 
segmentos paralelos 20 eixo y, com uma das 
extremidades sobre о gráfico da funcáo f e a outra 
extremicade sobre o gráfico da fungáo д. Entre 
ses segmentos. seja 5 o que tem o menor 

| sendo, о comprimento do 


2j 
167) (UFMG-2003) Sejam f(x) - x * 3«- 4e 
b duas funções DIT LP MTS, as 


[yx 


р(х) = ах + 
constantes reais a є b para que бө 7) 719) 


para todo x real. 


es 


comprimento. As 

segmento S é 

а)/2 bj34 с)! dj 5/4 
168) (UFMG-2004) Considere а função 


res de x para 


164) (UFMG-200]) Considere а desigualdade ах? 2x «2 
f(x)2— ER O conjunto dos valo 


- bx + c> 0, em que a, b e c são números reais. "E 

Sabe-se que: Р 

s que , ue os quais f(x) є {y € IF ( 

/7 e x = 7/25 satisfazem essa " 

Idade a) x € Ie x € 7j | 

Aida D 
bjíx e IR: хе 100х271 


po ya é 


а 
e x=-42ex= 26/25 não a satisfazem. 
Assim sendo, é CORRETO afirmar ди с) lx e JR:=1 0x2 7) 
ido, é CORR E, i quc к ixo) 
ajaz 0 5)Ы-0 d) {x e IK: x f 
4 ~ 4 
ЕТТЕ ( 1 s cuma 
Eb anc m yen 169) (UEMG-2004) Seja Кх) ах * с 
с «tintas 
Қ y ; ‚ uncáo real com duas raizes reais © distint 

165) (UEMG-2002) O número rea) X satisfaz função real com о p. é CORRETO afirmar 
di i Sabendo-se que f(1) ^ 9. € 
227252. Assinale a alternativa em que estão que, a que! 
xel An а) sc a > 0, então as raizes são maiores d^, 
incluídas todas as possibilidades para х b) sc a > O, então X | está entre as 12 yes v 

Й а cni ` i «s QC 
а)-і<х<5/2 b)x^-loux- 5:2 ar O endo x= | está entre dA Tae 
{ 52 К a ca ), então Хх - 5 ӨТТІ | 
T a +=! d) sc a > 0, então as raizes são тєп 
166) (UFMG-2003) Considere a função y = f(x ). 170) (UE MG-2005) Observe está figura 
que tem corno domínio o intervalo Ix € ki) 7 
x Z3; e que se anula somente crm x ^ Lex 


], como se vé nesta figura: 


146 


‚са figura. 05 pontos A e B estáo sobre o 

Nessa ИР função de segundo grau у = ах ^ bx + 

gráfico to A situa-se no eixo das ordenadas e o 

с е АВ 6 paralelo ao eixo das abscissas. 

ise do. € CORRETO afirmar que о 
segmento AB ét 


с)Ма d)- b/a 


seg 
Assim sen 
comprimento do 


ge 0-08 


171) (СЕМ$-98) Dada а função real de variável 


real f(x) = =. então podemos afirmar que: 
x+ 

(01) se xe IR e -]« x «1, então f(x) > 0. 

( 2) se xe Re x<-2, então f(x) « 0. 

(04) o domínio da funcáo f é o conjunto D, onde 


р={х eIR/xz-l]. 


(08) o conjunto solução da inequação dada por 
fix) <-1 é o conjunto vazio. 

(16) o conjunto solução da inequação dada por 
f()h|] é o conjunto S, onde 5 = 


fxelR/-I<x<0. 


172) (UFMS-98) Considere as funções FIR IR 
e gR > IR, definidas por f(x)? ax + be в(х)= 
схе d, onde а, b, с, d e IR. Sabendo-se que o 
ponto de coordenadas (0,5) pertence ao gráfico de 
& f(g (х) = - 6x + 10 e que os gráficos defegse 
interceptam no ponto de coordenadas (2,1), entáo 
é correto afirmar que: 


(01) (5) = 10. 
(02) b 4 d « 0. 

(04) a b e - 0. 
(OBja+b+e+d=0. 
Io)arbre -й4-15. 


173) (UFMS 

19 (UFMS-98) Seam f: A2I e g:J>K, 

S рог (x) =x? - 4x * b e р(х) = 
X+l, onde A- (x eJR/x>a,a eIR}, 1I, J, К 


São inte 
Tval ; о é 
Correr os de números reais e be ІК. Então é 
0 afirmar que: 


CN O 
Capítulo 2 = 
fadt 2. Funções 


admita 


(02) s 


M ndo g a função 
I- ix eIR/x 2-1 


J=ix eIR/x2 2! 
(04) se g é a função i 

) g ção ersa de f. à 
Al ção inversa de f, então 
(08) se g é a função inversa de £ então b=3 
. Б Á 1. tao zz. 
си sendo g а função inversa de f e 

=Íx <>2) ão I- { 
iX €eIR/x Z2 2j , eniào l={x eIR/x 2 -1) 


git) = - 


174) (UFMS-98) “Dizemos que w é ponto fixo 
de uma função real f :IR > IR se fiw) = w^, Com 
base na definição acima, é correto afirmar que: 


(01) a função f(x) = х? +1 admite ponto fixo. 

о 4 e 0 sáo pontos fixos da fungào f(x) = 
x -3х. 

(04) se o gráfico de y = f(x) intercepta a reta de 
equação y = x, então f admite ponto fixo. 

(08) se f é tal que Қа + b) = f(a) + fib). para todo 
a,b e IR e sex = 1 é um ponto fixo de f, então x 
— 2 também é ponto fixo de f. 

(16) se fé uma função impar, então f admite, pelo 
menos, um ponto fixo. 


175) (UFMS-99) Considere as funções reais f(x) 
=axi+bx+4 e g(x) = ax! + bx — 12, onde a e b 
são números reais com a = 0. Se fip) = 16, sendo 
p um número real, é correto afirmar que 

(01) 0) — g(0) =- 8 
(02) o gráfico de 
coordenadas (0:0). 
(04) o gráfico de f(X) é uma reta que passa pelo 
ponto (0:4). 

(08) (р) = 0 

(16) fx) - g(x) = 16, para todo nümero real x. 


g(x) passa pelo ponto de 


176) (UFMS-99) Considere a função f(x) = X — 


1 
— . Podemos afirmar que 
X 


ev (2) -0 


(02) о domínio de f é o conjunto dos números 
reais diferentes de zero. 

(04) f(x) >0 se x <-1 

(08) о gráfico de f(x) é uma ret 
ponto de coordenadas (1 0). 

(16) se -1 <x <0 , então fx)» 0 


a que passa pelo 
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y Dada a função fo = y 


177) (UFMS-99 
podemos afirmar que. 
(01) o dominio de f 


reais X tais ex<-l ou х2 l. 

4 tais que N | 

\ о dominio de f coco junto dos números 
(0) 0 © S 


= 
I-x', 


é o conjunto dos números 


reas x tais que=1 SN S 1 


c fé тхаію de 
(04) o conjunto imagem de f € o intera 
numeros reais [01]. 
(08) à conjunto imagem de 


су < 
numeros reais y tais que y < 1. 


f é o conjunto de 


178) (UFMS-2000) Considerando a função f: 
RoR onde R é o conjunto dos números 


reais, definida рог f(x)=x?-2x-(m-3), m 


€ IR. podemos afirmar que | | | 

(01) se m > 0. então f possui 2 raizes reais е 

distintas. 

(02) fim) — 0) = m (m - 2). А 

(04) se т = 3, então o valor mínimo de f é —1. 

(08) para que o conjunto imagem da função f 

scia (y € IR tais que y 2 0) devemos ter, 

necessariamente, m = 2. 

179) (UFMS-2000) Sejam f e g funções reais 
à 

definidas por (х) = x? -6x e ТАЗЫ x1, 

Calcular o maior valor de x de modo que f pix) 

--$x. 


180) (UFMT-2002) Em uma partida do 
campeonato mato-grossense de futebol, um 
goleiro bateu um tiro de meta e a bola descreveu 
uma trajetória cuja equação € h(t) - - 2t - 6. 
onde té o tempo medido em segundos e М) é a 
altura em metros da bola no instante LA partir 
desses dados. julgue os itens 

(l) A trajetória descrita pela bola é uma parábola 
de concavidade voltada para baixo. 

(2) A altura máxima atungida pela bola é 
(3) A bola toca à solo 3 segundos após o 
lançamento. 


6 metros, 


181) (UFOP-2003; Seja f 


f ІК IR uma tungáo 
Que satisfaz a f(x) [ix 


=1)=x%x € IR 
Se S= She «Para algum n € IN, 
bel 
fin) - f(0) 


verifique que S 


182) (UFOP-2003) 


i Os valores de be e 
gráfico de f eda ores debec par 


2 a que 
X + 2bx + (de que o 


8) seja tangente 
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ao semi-eixo positivo das = Саріщу 


c)b= – 24/2 ес= 8 


183) (UFPA-96) A parábola aba 
graficamente a função quadrática › Senta 
ү Prso 


RO repre 
ONSE) 
Tay 


aa=b=c>0 

ba>0,b>0ec<0 
cqa>0,b>0ec=0 
dia»0,5«0ec»0 
са>0,Ь<0ес<0 


184) (UFPA-97) O gráfico da função y = - xè + 
2mx - (m + 2) nào toca o eixo dos x, então o 
valor de m é 

a) igual a zero 
€) menor que 2 


b) igual a -3 
d) maior que -5 
e) maior que -1 


185) (UFPA-98) O gráfico da função f(x) * X - 
PX + (p — 3). onde p é número real. encontra o 
cixo das abscissas apenas uma vez. Entáo 110) € 


igual a 
3-2 b)-1 90 1 o? 
186) (UFPA/PSS-2005) Por ocasião di 


inauguração de um edificio. um promotor e 
eventos decidiu fazer uso simultáneo ya 
projeções de um jato de água e de um ben ys 
luz efetuadas a partir de um pequeno pr © 
vizinho, localizado а 18 metros do edilicio ies 
O jato será lançado a partir do teto de ace 
predio (a 9 metros de altura) е, após executar > 
trajetória parabolica, atingirá а base do 
novo. O canhão de luz, por sua w ueno 
disparado a partir do chão, da base do ap 
predio. Seu feixe de luz atravessará exatam” do 
vértice da “parábola de agua” e aungi" 


ойо 
predio 
será 


o tope 


a qe BE encontra а 36 metros de 
; ibaixo). O jato de água 


que 

> a figura : | > 
¡conforme н pcontraráo, а parur do solo, á 
1 > С ы 


Ш » ]uz 5€ 
xe de i 


4 
/ 
ў 
(|O 
/ |a 
/ 
/ O 
/ 36m 
/ E | 
/ D 
M 
ж-----> 
18m 


b) 12 metros. 


11 metros. 
a) d) 14 metros. 


c) 13 metros. 
с) 15 metros. 


187) (UFPB-2005) Considere a função invertivel 
; IR>IR definida por f (X) = 2x + b , onde b é 
uma constante. Sendo f —1 a sua inversa, qual o 
valor de b , sabendo-se que o gráfico de £ 7! passa 
pelo ponto ACT, — 2)? 

j-2 b)-1 c)2 43 es 


188) (UFPB-2005) Sejam f(x) uma função 
quadrática e g(x) uma fungáo айт, tais que f(7) — 
11) = gU) - 200). Se h(x) = f (x) — р(х) então: 

a) h(0) = h(4) d) h(4) = h(6) 

b) h(0)  h(8) e) h(6)  h(8) 

cj h(2) =h(5) 


189) (UFPB-2004) A figura abaixo ilustra uma 
ponte Suspensa por estruturas metálicas em forma 
Se arco de parábola. 


ИТ 
" | H 
B T 
| EN 
À POM 
I 
D 


4 В 
і 


Os p el ` 
` Pontos A UN ж , 
а estrada B.C : De E estão no mesmo nível 


Conseg E а distância entre quaisquer dois 
* 25 m. Sabendo-se que os 
Sustentação são todos 


= — -Capitulo 2 Funções 


perpendiculares ao plano d 
do elemento central CG é 2 
а) 17.5 т 
b) 15.0 т 


à estrada e que a altura 
ГС 0 т, a altura de DH é: 
<)125т é) 7,5 т 


d) 10.0 m 


190) (UFPB-2003) Um fabricante de picolés 
distribui diariamente, com seus vendedores, 
caixas contendo, cada uma, 300 picolés. O lucro 
diário, em reais, na venda desses picolés, é dado 


pela função L( n) = — 2005? + 1600n — 2400 , 


onde n é o número de caixas vendidas. Considere 


as afirmações relativas ao lucro diário: 

LPara 2 < n < 6 o fabricante terá lucro. 

П.О lucro não poderá ser superior a R$ 7.000,00. 
Ш.О lucro será máximo quando forem vendidos 
1.500 picolés. 

Está(ão) correta(s) apenas: 

a)lell b)lelll е) Пет ді еш 


191) (UFPB-2003) Na figura ao lado, estáo 
representadas graficamente as funções g(x) e 


h( x). 


y^ 


ed лды hix) 


Considerando f (x)= g(x)—h( x ), pode-se 


afirmar: 
L f(x) écrescente no intervalo 0 x 2e 


decrescente no intervalo 2 € x < 4. 
П./(2)-0. 
M.f(3)<0. 


Está(ão) correta(s) apenas: 
alem blem е) Пеш dI ӨШ 


192) (UFPB-2003) Com relação à questão 
anterior, a função g( x ) é definida por 
1.55 0<х<2 


28(x)7 bac е Же ЕУ 
2 
x+1lse0sx<2 

bg(x)= Linea 
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NE 
“4:х57 
j oe Ss? 
SERIE 3 v+ se 2<Y3 
SK - 
| гү зе05Х34 
(7, 
Deoerx 3 led Р 
de Кж picas 
Қ” \ 3 
)se0sxs- 
ex 1 x-2, 5 2«x&4 


Y Considere a função 


VEPR-2003 
193) (0 E PB-200- | 
y -ж/-»/12.ж), dada pot 


х2 24x + k` — 4, onde a constante 
frxbs 2k + i 
real k faz com que a função f(x) admita 
inversa. Sabendo-se que g (x ) éa função inversa 
de féx ).ovalorde g/ 27) é: 


99 4)-7 9-9 


194) (UFPB-2002) Sejam fe g funções 
convenientemente definidas, tais que fé a inversa 
da geyl) = 2. Considere a seguinte sequência: ау 
а; =fig(1)), as =f8 ft 1j), a4 = 
за» HE ftg( 1)...))), ам-1 

-))). Dessa forma, o termo 
ss tem como valor: 
92 03 de 


e) 5 


195) (UFPB-99) Considere a função f: RR 
definida por //х)- ax? +bx+c coma. ђ. се 


h gel = 

R.5 —4ас<0 e a «(.É correto afirmar que 
a) 7/х)>0 paraalgum x е В. 

b ffxj=0 Рага um único x є R, 
©) xi 


2 f 
Y apenas para dois valores dexeR. 

íX) >Ü para todo x > 0. 

1X) <U para todo x є R. 


di 


196) (UFPB-99) Considere а função f: [1.7] > 
R deñnida por ууу ? | 
рог f(x) 6x48. Sejam m e 


nte. o menor eo 


eu 


maior valor que 
1 - Determi z que 

PR "m ine a médi; 

aritmética enre me M a média 


> E funções de R em 
<Хе f(x) = dx 


+, 
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Capítulo 
EN 


= 12 е f(xe2) = O0 fis 


198) (UFPel-99) Sendo А? 


aritmética entre f(4) e f(5) é: 

а)21/8 0) 21/16 е) 21/32 d) 78 
6)1| 1% 

199) (UFPI-2004) Sejam Ге g funçõe 

variável real, tais que g(x) = ft + |) 

de f dado na figura: 


5 reais de 


"EO gráfico 


y 


AN =p x 


а) а(х) = х? 


b) бх) = x^ +1 
c)géuma funcáo par. 
d) o gráfico de g é uma reta 


200) (UFPI-2004) Na figura abaixo estão 
representados os gráficos das funções reais, de 
variável real, f e g. 


Decorrente da análise da figura, é correto afirmar 
que: 

а) f(X).g(x) > 0 para todo 2 «x <4 

b) f(x) > g(x) para todo x < 3 

с) Кх). р(х) < o para todo x > 3 

d) f(x) + g(x) < 0 para todo x < 3 

€) f(x) < g(x) para todo x > 3 


201) (UFRJ-99) Durante o ano de 1997 uma — 
empresa teve seu lucro diário L dado pela função 
HO) = 50(|x — 100 | [x—200 |) onde x = — 
1.2,...,365 corresponde a cada dia do ano e 1.6 
dado em reais. Determine em que dias (X) do ano 
O lucro foi de R$ 10.000.00. 

202) (UFRJ-2003) Seja f a função real dada por 
Қ) = ax* + bx + с, com a > 0, Determine 2,06 е 


" ` 12 são 
ҒЗ da equa do ШЫ) M 
audeo Че” 
шм, 

Я v 


04) Para quantos numeros FOIS X, 
209: ) 


a 
M СА a * 
КШ 1 ade У rovc h é um número 
mot А 1н (11,2, 3,4, ..])? 
pnm А sad conjunto IN=(1,2 } 
senet 
pel 


aa função СИ 7. 


| NUS) Dad 
ий io n e Z, tal que (0) =1 с 


МІ! 
к la part todo inte 


p ) ІШ 12, podemos afirmar que o valor 
1 ci 
ИШ 
є1ї оо) e 
de 1 : b) 203 c) 401 
х 
ү, "T e) o02 
. A “Nes ` In 
2051 0 LRN-05) Se leg são funções de /R em 


R, aus que (y) 2x-3 € t(e(x))- X. 


ende gd © igual a: 


2+1 b 2x43 с) 3x +2 
eM n ух +3 

e 
4 67 > 


200) (UERN-95) A função /: N S/N satisfaz 
as seguintes condições: 

(01) СА, 1) NORD ЗЕ 

Determine / (12) para todo » € / N. 


207) (UERN-90) Considere a função real 

a 
¿definida para todo x = —, 
e c 


hec sdo constantes nào nulas e 


avs h 


TUE onde а, 


a` Аса 0. Encontre (re) e 


"m 


LEMBRETE: (6 Dole 00D) 


208) (UTRN-96) Sabendo que m # 0 e que a 
unção gex) = mi? — 3x 2 se anula num único 
Valor de x, podemos afirmar que: 


шті bDm<l 
cms) d)m«-3 
me 


um número irracional 


109) (UERN ж . я 
re d ERN-98) Seja o conjunto dos números 
eas e IR a função definida por 

Й 


^ 
. ¡olx зе x«-l 
Iyisi y 
| ` se -Isvsl 
\ l se x>1 


Capítulo 2. Funções 


a) Usboce o gráfico de f à 


"NW. 
b) Determine o conjunto imagem 
Imc/) e definido por Im(f) = 
algum x em, 


to Piano cartesiano 


de f. denotado 


WYER у = Ax), para 


210) (UERN-2000) Se 


ч 


ndo cum parámetro real, 
tem-se que 

x 
e somente se: 
да! b)a20,5 


51 para todo x real. se. 


+Х+1 


Jaz] фа<0,75 
211) (UFRN-2002) Sejam E o conjunto formado 
por todas as escolas de ensino médio de Natal e P 
о conjunto formado pelos números que 
representam a quantidade de professores de 

cada escola do conjunto E. Se t: ES P ёа função 
que à cada escola de E associa seu nümero de 
professores, entào 

a) Гпадо pode ser uma função bijetora. 

b) f não pode ser uma função injetora. 

c) fé uma função sobrejetora. 

d) Fé necessariamente uma função injetora. 


212) (UFRR-2004) Considere a função f(x) 
5x +3 


O maior número inteiro 


(EA 
V20+8x=x" 
pertencente ao dominio de Fé: 
a-i b: o3 49: OI 


213) (UFRR-2004) Considere as funções Fix) e 
G(x) representadas nos gráficos abaixo. Sabemos 
que G(x) foi obtida a partir de uma composição de 
funções envolvendo а função F(x). 

y y 


F(x) G(x) 


A ünica das igualdades abaixo que pode exprimir 
esta composição é: . 
a) Ох) = HH). onde H(X) * X5 

b) Gi) = HE, onde Нұх ЧЕ 
с) Gi) = FOHGO onde H(x 
d Ge) HC QD. onde Нұх 
e) Ga) = FHG), onde Ha) = -Х. 


yelxi- t 


TI (UF V=2005) U "ma das maneiras utilizadas 
pelos agrimensores para medir a área de um 
terreno é aproximar à região por poligonos com 
áreas fáceis de calcular (por exemplo, triángulos, 
.). Suponha que um 


retângulos, trapezios. ete 

б Ver des 
terreno tenha o formato dado pela regido 
hachurada no grafico abaixo, onde a curva 


representa o gráfico da função y 217 =. 


1 
4 
в | Н 
fo do 5: 
П 1 1 
L 1 1 
ADN : 
` + H 1 

2 


O valor aproximado da área dessa região. quando 
substituímos os arcos AB, BC e CD por 
segmentos de reta, é: 


а)4,3 b)4.9 с)5.5 €) 4.5 


d) 5.1 
215) (ESPCEX-93) Se Ғе uma função real, tal 
que: 

i) f(a- b) = Ќа). Ы); 

ii) 1) = 2; 

iii) f( /2 ) = 4, então pode-se afirmar que f(3 +42) 
vale: 
a)342 b)8 c)16 d) 32 
216) (ESPCEX-93) Sejam os conjuntos A = [x e 
93Ux € 1/2), В = [x e Я/х>-1) eas funções f 
de А em Ji. definidas por fix) = 2x — 1; g de R_ 
em Y., definida por р(х) = x eh de R. em B. 
definida por h(x) = 4x — 1. Pode-se, então. afirmar 
que a função inversa de ho(gof) é definida por: 


2-vx+1 2 
a) = 7 b) 16x* – 16x + 3 
> FA / 
SENA ау ЕУІ. 
4 4 


217) (ESPCEX-94) Considere as funções f: 
RR ер: HNR definidas por f(x)=x+] e 
g(x) = 2x* — 3. О conjunto dos valores de x tais 
que (fog)(x) = f(x) está contido em 

a) [- 2, 0] €) [- 10. - 2] 

b)[-1,2] — d)[1,16] 


Capitulo 2 


218) (ESPCEX-95) Seja ғ. ? 
domínio é o conjunto dos nie Turca 


= f(a).f(b) para todo a e b. Se fir 
valor de x que satisfaz а igualdade é 
dad 


тік 


onde 1(1) 4 0, é um dos zero da ecua 

а)х-х-6-0 dx ea ре 

Ь}2х +3x-5=0 EE jar 
1*0 


с)2Х:%5х%2-0 


219) (ESPCEX-95) Sendo f: s, 


definida por 


fix) = [l/x, se xeZ* 

| 2, ж renzo TETON de 
-І se xe 

por g(x) = 9 


(1/2, se xeR-0 
então (fogofog (2 +42) é igual a: 
а)-! b) 1/2 с)2 dji-422 


ej- 
220) (ESPCEX-96) Considere as funções de 
domínio R: f(x) = -x° + 6x- 5 e g(x)  3k- K. 
onde k é uma constante real. Os gráficos de fe g 
interceptam-se em um único ponto, se o módulo 
da diferença entre os valores de k for igual a: 
a) 0. b) 1. c) 2. d) 3. as 


221) (ESPCEX-96) Um fio de comprimento Le 
cortado em dois pedaços. um dos quais fi maré 
um quadrado e o outro. um triângulo equilatero. 
Para que a soma das áreas do quadrado € do 
triângulo seja mínima, o fio deve ser cortado de 
forma que o comprimento do lado do triângulo 
seja igual: 


3 
22" 


al 
y43L 


L(9- 443) 
9-443 


11 ©) 


а) 
а) & 
^2 


222) (ESPCEX-96) Seja a função f ES ` 
definida por f(x) = 2x + jx + I|- =X": 
de f^ (50) é: 

a) 6. b)20. <)25: 
223) (ESPCEX-97) Na função fl) SEE g aos 
sabemos que fía) - b-2 € fby-2b** 

de f(!(a)) é: 
а)2 b) 1 


ga dei ES 


E i o 3 

224) (Е5РСЕХ-97) бе)ат 0 ИЯ дей“ 
A=ÍxeZ ix < 5) ca função А BA 
pee cde em dà 


7 H n image 
por fix) = x! SeBéo conjunto ! 


ntos do conjunto 


Mero de cleme 


0.98) A temperatura T de 
ото, em °С, varia com о 


20-6. 8 
TO?) sce S0 se (>10 
sessário para que а temperatura do 
de 100 °C para 564 "Сё 
b) 12 minutos 


ау minutos 
d) 18 minutos 


ә 13 minutes 


003 minutos. 


226) (ESPCEX-98) Um curral retangular será 
construido aproveitando-se um muro pré-existente 
no terreno, por medida de economia. Para cercar 
os outros três lados, serão utilizados 600 metros 
de tela de arame. Para que à área do curral seja a 
maior possível. а razão entre as suas menor € 
maior dimensões será: 
1025 b)0.50 с) 0.75 d)1.00 е) 1,25 

227) (EsPCEx-2000) Dada а equação [2x — 3| + 
М-5-0, a soma de todas as suas solugóes é 
igual a: 

a)3 à 4 
Mj. 9 es с) 2 | 93 


5 


е) = 
ИЕ 


228) (EsPCEx-2000) Considere m, n € P números 
reais não nulos e as funções f e g de variável real, 
definidas por f(x) = mx? + nx + p.e (х) = mx + 
p. A alternativa que melhor representa 05 gráficos 


de fegé: 


ч 
ЫА / 
x | * 
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tr 


а 


E 


229) (EsPCEx-2001) Uma função quadrática é tal 
que seu gráfico intercepta o eixo das ordenadas 
= 35. suas raízes têm soma igual a 6 e o produto 
igual a 7. O valor máximo dessa função é: 


а10 b)-5 с)100 d-35 e) 20 


230) (EsPCEx-2002) Sejam fe g funções de A em 


R , definidas por f(x) = ix-l e e(x)= vš- 
ү\х+ 7 ух” ` 


Nessas condições. pode-se afirmar que f=gse: 
аул = (x e IR/x<-10ux21) 

Ъ)А = {хє IR/x%-1) 

с) ASIR 

ФА =/хє1К/х2 1} 

e) A=1x € IR/x<-1) 


231) (EsPCEx-2002) Resolvendo um problema 
que conduzia a uma equação do segundo grau, um 
aluno errou ao copiar o valor do termo 
independente dessa equação e obteve as raizes 7 е 
1. Outro aluno errou 20 copiar O valor do 
coeficiente de x da mesma equação € obteve as 
raízes 3 е 4. Sabendo que esses foram os ünicos 
erros cometidos pelos dois alunos, pode-se 
afirmar que as raízes corretas da equação são: 


а)3еб c)2e4 estes 

b)2e6 d)3e5 

232) (EsPCEx-2002) O conjunto-solução da 
х Da 

i ão ——2 е 

inequação E rd 


a) (x e IR/x «-6oux? 4 

b) елее аке) 

c) {xe IR/-6<x <A) 

d) (x e IR/-6<x 5! ou x 26) 

e) (x e IR/-1€x 6 

2003) A soma dos quadrades de 


233) (ESPCEx-2 АР 
todas as raízes da equação X +4x-2/x+21+ 


= 0 é iguala 


А) 16. B) 20. С) 24. р) 28. Е) 36. 


234) (EsPCEx-2004) Analise os itens abaixo para 


a função f : IR > IR: 


O. então fé uma função par. 
então [é 


cm) 
Ao constante, 


[= Se Қх) 
ma tunç 


И Se veu 
função par 


и Se [f NY fS), então Im(D c IR.. 


бох), então Цх) € função bijetera. 


IV- Se NM 
São corretas às afirmativas: 
aie b) lle IV c) Ue I 
d) le lll e) HL e IV 
ão g(x) 7 


225) (EsPCEx-2004) Com relação à funç 


x-1 , 
‚ definida para X + —1, pode-se afirmar que 

х + 

а única alternativa correta е 

a) g(N) < 0 para todo x € IR- (21 0}. 

b) A x e IR tal que g(x) = 0. 

c) g(x) < 0 para todo X € HI, + æf. 

d) g(x) < 0 para todo x € J-I, Ш. 

e) A x e IR tal que g(x) = 2 

2004) Sejam as funções reais f(x) e 


N 


236) (EsPCEx- 
1 pode-se 


g( Se f(x) = x + 2 e f(g(X) = 


afirmar que a função inversa de g(x) 6: 
i х%4 
bg (0773 


d)g' (х) =2 х) 


zi 10) 
ag (х)= 73 
c)g' (х) = х) 

xi x-4 
de 775. 


237) (EPCAr-2003) Considere a função g: IR > 
IR, definida por g(x) = bx! + ax + c, abc 4 0. 
Analise as alternativas e marque a correta. 

а) беһ<бес>0,р NÀO possui raízes reais 

b) Se Im = Jo, 4] é o conjunto imagem de g. 


entáo ЕЗ = 4 


с) о gráfico de g passa pela origem 
d) se a? = 4bc, g possui raízes reais e distintas 


238) (EPCAr-2004) Na equacáo x? kx 436 20, 
de modo que entre as raízes x' e x” exista a 


zd ШЕ 5 
relação Р + — = 15" o valor de k é um número 


x" 


с) par. 


a) negativo. 
d) natural. 


b) primo. 


239) (EPCAr-2004) Sejam А = (х,у) e B = {z 
w, и}, e considerando as relações abaixo de А zn 


———S 7/77, 
В. assinale a alternativa que не funções 
de A em B. кишш func 
D 
a) Қ, 2). (У. №), (х, u) 


b) Lx, 2). (X, W). (X, и)! €) «(x u), (y 


d) Gay 2) 


240) (EPCAr-2005) As raízes de ax? + bx 
Х+с= 


são r ou s. А equação cujas raízes são ar + : 


+bé b ou as 
a) x-bx-ac-0 

bx! - bx * ac=0 

c) x? + 3bx + ca * 2b = 0 

d) х2 + 3bx — ca + 2b -0 


241) (AFA-98) Seja ft (1.6) > [3.«) a função 
definida por f(x) = 3x? - 6x. Se g: [-3, «) э) 
é a função inversa de f, então [g(6) - ¿Oré 

а)5 b)2v6 с)5-2/6 d)-5 + 246 

242) (AFA-99) O conjunto-solugáo da inequacáo 


|1+ 2х 3% |<5é 


сені” 
) 3 
- 9 
b)4xeR i AO y 1-75) 
3 3 
р, 1+ 3/9 
с) xe К y 
3 3 
Е ЕКІСІ 
d)4xeR TEL >= | 


243) (AFA-99) O gráfico que melhor representa à 


funcào f(x) = 24-15) é 


a) €) 4Y 
y 
| X 
x 
y y 
b) 
x | ^ 


ue 


f: рә һ.2 
12,545) А 4). Então: 


244) (AFA-99) Seja D = 
(x - 2%: 


função definida por f(x) = 
pode-se afirmar que f 
a) é bijetora. 


154 
P | 


“conjunto imagem com 3 elementos. 
үс г, 


`, possU 

f uma função real do 
o gra =1+K1) e 11) =2- 

~ro gra 2 2 

P. ve o valor de 1(3) é 

10) 2. 4-1,5. 


DM 2,5.0) co. 


ne (AF 4-2000) A imagem da função real f 
: 2+х , 

jefinida por fx)7 = é 

йе!) b) R- {2} 

aR- CU dR- (22) 


347 (AF A-2001) Se fe g são funções de IR em 
m 3x-2 "VE 
IR definidas por 1(3x+2) er e g(x-3) = 5х — 


> entáo САЗ 


x-4 +: b > 5x +11 


Y 5x+13 d) 


DD 

248) (AFA-2001) Os números inteiros do domínio 
dp олус с 

da função real f(x) = JG +2x)-(2-3x) são as 

raizes da equação g(x) = 0. 

função g(x) é 


b) xi +x? — 2x 
d) x? + 3х2 + 2х 


Uma expressão 


249) (AFA-2002) Considere a função f: IR IR 
х?+х+2,ех<0 

definida por f(x) = 4l, ве 0<х<2 . Entáo, 
-x42,se x22 

pode-se afirmar que o conjunto imagem dessa 

função é 

a) {ye IR/y «0) 

b) {ye IR/y<0ouy=louy> 2} 


c) {ye IR/y<0ouy= 1 ou yt) 


d) iy e IR/y=10u yz] 


250) (AFA-2002) O domínio da função real 
z 1 
expressa pela lei f(x) = ү X (x+D7 -(x-D 
éx eN, tal que 
a)x<-lou0<x<l 
c)x<-lou0<x<l 


b)-1<x<00ux> 1 
d)-1<x<00ux>1 


5 Capítulo 2 
251) (AFA-2003) Analise as ола 


classificando-as em V (verdadeiro 
considerando funções reais. 


abaixo 
) оц Е (falso), 


(20 domínio e a imagem da função р definida 
por 969 = V9-x2 são, respectivamente. 
[0,+x[ 
( ) Se fx) =x e р(х) = fix 

Se fi › X + m) ~ f(x) entà 
g(2) é iguala m(4 ~ т) шы 


[23] e 


( ) Se х) = 5 . então h^ (x) = h(x) 
A seqüéncia correta é 
a) F-V-V 
b) F-V-F 


c)V-F-V 
d)V-V-F 


252) (AFA-2003) Analise o gráfico abaixo das 
fungóes teg e marque a opção correta. 


а) O gráfico da função h(x) = g(x) — f(x) é uma 
reta ascendente. 

b) O conjunto imagem da função s(x) = f(g(X)) é 
R 

c) f(x). g(x)20Yx2t 

d) g(f(x)) = go) V x ER 


253) (AFA-2003) Considere a função f: R>% tal 
(х-1, se x21 


que f(x) = ( 


e assinale a alternativa 
-x,sex«l 

verdadeira. 

a) fé sobrejetora. 

b) Ге par. 

c) f nào é par nem ітраг. 

d) Se Ғе definida de Rem WR. , fé bijetora. 


254) (AFA-2003) Observe o gráfico da função f 
abaixo. 


155. 


260 АҒ A-N 


An 


eg(x) = К 

o asc essas fur ci 

Com base nessas H E à 
i у o 

afirmativas abaixo em VERDADEIRAS) ou 


FALSA(S). 


D Тех) é par 
ID f (x) admite inversa em todo seu dominio. 
ІК|х<-і ойх>- 


| 

| 

| 

| que 

| a 141) = 0.5 

| mix-1»0. Y x є TR 
| олде. ухе 
| 
| 
| 
| 
| 
I 


a " 1245 

Ш) f (X) é crescente em {х € dise сх) = fix) - 1, então %-2-43 

H 

IV) sex < - 6 então f(x) > – 3 
A sequência correta é 

b)E;E, V; E 

GEF; VY àF.V.V.F 


por f (х) = = ах – E € IR*. for crescente e ñ 
32, entào pode-se afirmar que а mesma 
а) é positiva para x < 0 


; ы І 04 
b) ё negativa рагах < — ЫЖ 
3 base nos 
с) ё nula рагах = 3 
Б ^ 
d) admite o valor -— quando x =-1 
1 
ә 


258) (AFA-2004) Seja f(x) = a; + bx +c {а = 0! 
uma função real definida para todo nümero real 
Sabendo-se que existem dois números 


distintos, tais 1 1 
ок que fix Ea) < O, pode-se afir 
4)! passa necessa mente por ur 
b) f passa nec 

C) XiX: é necessa 


"mo | а) о gráfico da função g 


negati "m А - рага сіта. 
d) b` —4ac»(t | função Те deslocado k nni dades рага с 


40 


0. е m unidades para a direita. se т 


3 qu 
¿o do eixo de simetria da P. parábo! 


nta g é dada por X = 


| então о conjunto imagem de g 
TEMPI SEIL 

SGT US 23, ento as coordenadas do 
que representa g sào (- m, К) 


parabola 


МАМ Considere as funções f, g e h, 
мио fab] e contra-domínio са. 

der = _ : 

ravés dos gráticos abaixo. 

90) 


0 а b 
Com hase nos gráficos, é correto afirmar que 
a) Pd uma sobrejeção, g não é uma injegáo, h é 
uma sobrejegáo. 
(fé uma sobrejeção, в é uma injeção, h não é 


h 
^ 


орге} 


eção. 
injeção, g não é uma sobrejeção, h é 


of 


uma bijeção. 
i fé uma bijeção, g não é uma injeção, h não é 


uma sobrejeção. 


264) (AFA-2005) Considere a função f(x) = 
lse 0<х<2 


=2.se-2<x<0 
ção g(x) = |f(X)| -1 terá o seguinte gráfico: 
à) ^y c) Ay 
—! 
—+— se 
204 2 х 
| ui d) AY 
p 
19—• 1 
г. i 2 
a 2 x 2 0 
А -1 
2 


COURS E 7З 
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265) (AFA-2005) Os valores de 
a equação Ax [+ + Ní хі-2 
tém produto igual a 

81 27 


X que satisfazem 


266) (AFA-2005) ^ soma dos nümeros inteiros 
que satisfazem a sentença 3 < |2х - 3| « 6 € m 
numero 

a) impar. 
b) primo. 


с) divisível por 3 
d) que é divisor de 7 


267) (Escola Naval-97) O máximo absoluto e o 
minimo absoluto da função real 
0 sex>604u x<-1 


-|x-3|42 зе2<х<6 


Го) = 
1 sel<x<2 
ixl 56-1<х<1 
sáo respectivamente: 
a)2e-l b)le-2 cie 
d)2e0 е)3е-2 


268) (Escola Naval-98) Considere os conjuntos 
Ахем! саев иеа ия 


2x-3 


5%- 
0. O conjunto solução AMB é: 

a) [3/2, 4[ b)]3/2,4] | 9113/2] 
d) 11,4] e) ]- оо, 2/5[U 14. +00 [ 


269) (Escola Naval-2004) 


y. 


ação gráfica de uma 
é 


A figura acima é a represent 
IR onde g(x) = jed x)) 


função /: IR — 


a) 


D vor 
N A 
ч N қ 
Ж 
E . үзі) 
x 
525) m 
vá >---- 
\ 
voz 
A x а Б 
x 
` =2 (0) 
y 4 У el 


conjunto dos 
a desigualdade 


bil-ax,—2[U = + [ 
i "y qu 
А _ $ cont 
DIE vo pulo PA 
er] e, -- JU ғо 
TTE: 
D шека fx) é definida por: 
2114-21117 —r biídx - 2341 + ху 
€)ji2x — iix - 0) jix- 11-х) 
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Saber 
(Q2) 7 1. podemos concluir que P 


a) 1/2 wi c) 5/2 


que seja o valet da variável x, Fun 


n 


dese 


(Se 
igu 
ds C 
2723 (FUVEST-96) Considere a f 

y nl sd ) Considere a função 
f(x vl 2х 

a) Determine constantes reais a fa 


que (Y: alex + py +7] 


yd 
Ve Mog 


274) (LUVES 1-97) Considere a função ja 


. 42 Ada por 
уз” 
E xl 
f(x 9 5 
x+l x 


a) Determine о dominio de f. 
w Resolva a inequação Ax) > 0. 


275) (Fuvest-2000) Os gráficos de duas funge 


polinomiais P e Q estão representados па figu 


seguinte. 


Y€ 


Então. no intervalo [ - 4, 8]. Р(х) Q(x) < 0 para: 
а)-2<х<4 

b)-2<x<- о05<х<8 
с)-4<х<-2042<х<4 
4 -4<х<-2 005 <х58 


e)-1<x<5 


276) (Fuvest-2001) A função f(x). d 
-3<x<3, temo seguinte gráfico: 


0.2 


o Del 
Onde as linhas ligando (- 1, 0) 4 (0. + 
(1. 0) são segmentos de reta. 


efinida pi” 


E Pi zn EU 4 "өс ES , 
upendo à < 0. para que У alores de a o gráfico do 
сүлбе рб = а (x^ — 4) intercepta o gráfico de 
ойт ps 

yy em exatamente 4 pontos distintos? 

aye 


3 
An UA қ) 19 
"mw с) -z«ac-! eja<-2 


2002) Os pontos (0, 0) e (2, 


1) estào 
minimo 


"тү (Fuvest 
de uma função quadrática f. O 


iof e assumido no ponto de abscissa X = - b 
- 4 
ogo. o valor de fin с: 


à b) = 


275) (Fuvesi-2003) А figura abaixo representa O 


gráfico ge uma função da forma f(x) = 


bx+e 
para -1<х5 3. 
М 
] 
122 арене at N 
LY 1525273 3 
ЫРА 
4 
fi 
/ 
/ 
/ d 
/ 
ГА 
j 
í “з 
Pode-se concluir que o valor de b é: 
а-2 b)-1 с)0 dii e) 2 


19) ¡Fuvest-2003) Seja f a função que associa. a 
cada número real x, o menor dos números x + 3 € 
бу 75. Assim, o valor máximo de f (x) é: 

EE eya dj6 e)7 

2 = 

2 Fuvest-2005) Suponha que um fio suspenso 
dtas colunas de mesma altura h, situadas à 
bola. шы: a forma de uma 
2 12. suponha também que 

ша minima do fio ao solo seja igual a 2: 


ura С 1 t 
do fio sobre um ponto no solo que 


de is әй h 4 
uma das colunas seja igual a =. Se 


« então d vale 
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d 
a)l4 b)l6 c)18 4)20 22 


281) (Fuvest-2000) a) Esboce, para x real. o 
gráfico da função f(x) = x - 2| + [2x + 1]-x- 6 
O simbolo Ja] = а, sea > 0 e |а| = -a. se a < 0. | 
b) Para que os valores reais de x, f(x) > 2x + 2? 


282) (UNICAMP-92) Sejam N o conjunto dos 
números naturais e f: N>N uma fungáo que 
satisfaz as propriedades: a) dado qualquer m € N 
existe n е N tal que f(n) > m. 

b) A, = (s e N; s < fr) está contido no conjunto 
imagem de f, para todo r € N. Mostre que fé 
sobrejetora. 


283) (UNICAMP-93) Determine o número m de 
modo que o gráfico da função у=х + mx + 8- 
m seja tangente ao eixo dos x. Ғаса o gráfico da 
solução (ou das soluções) que você encontrar para 
o problema. 


284) (ITA-71) Se f é uma função real de variável 
real dada por f(x) = x”, então foc + y) é igual a: 
a) f(f(x)) + fy) + 2f(x)fty) para todo x e y 
b) х2) + 28100) + f(x)fy раға todo Xx e y 
с) х2) + бу?) + feofcy) рага (ойох е у 
d) Ех) + HE) + 2f(x)Ry) рага ойох e y 


e) + 2807) + 2£000) Рата todox e y 


285) (ITA-74) Sejam A. B e D subconjuntos não 
vazios do conjunto R dos nümeros reais. Sejam a5 
funções f: A> B (Y 7 fx). g:DoA(x-7 gi). 
са função composta (fog): E > К. Entào os 
conjuntos E e K sáo tais que: 

ajEcAcKcD ЫЕсВектА 
HEDD, D#EeKcB d)EcDeKcB 
с) nenhuma das respostas anteriores 

286) (ITA-85) Dadas as sentenças: 

1- Sejam f X>VY e £g YX duas funções 
satisfazendo (gof)(X) = X, para todo х € X. Entào 
f é injetiva, mas necessariamente 
sobrejetiva. қ 

2- Seja f: X Y uma função injetiva. Então, f(A) 
^ (В) = ҚА A B), onde A e B são dois 
subconjuntos de X. 


não é 


e 
> 


3- Seja [: XY uma função injetiva. Entáo, para 
cada subconjunto A de X, ҚАЗ c (HA) onde Ac 
-(xeX/xeAj € (MA) = {хє Y/x € HA). 
Podemos afirmar que está (estão) correta(s): 

a) as sentenças nº 1 e n^ 2. 

b) as sentengas n 2 e n* 3. 

с) Apenas a sentença nº, 

d) as sentenças nº Теп" 2. 

c) Todas as sentenças. 


287) (ITA-85) Considere as seguintes função: f(x) 
-x-7/ e g(x)= x” — 1/4 definidas para todo x 
real. Então, a respeito da solução da inequação 
ооох) > (Lof)(x). podemos afirmar que: 

a) Nenhum valor de x real é solução. 

b) Sex <3 então x é solução. 

c) Se x > 7/2 então x é solução. 

d) Se x > 4 então x é solução. 

e) Se3 «x « 4 então x é solução. 


288) (ITA-86) Consideremos as 
afirmações sobre uma função f: R>R. 
1. Se existe x є R tal que f(x)  f(- x) então f não 
é par. 
. Se existe x е Ў tal que f(- x) = – f(x) então fé 
impar. 
3. Se fé par e impar então existe x е M tal que 
f(x) = 1l. 
4. Se f é impar entáo fof (f composta com f) é 
ітраг. 
Podemos afirmar que estão corretas as afirmações 
de números. 
а)1е4 
d)3e4 


seguintes 


to 


b)1,2e4 
е) 1,2e 3 


c)1e3 


289) (ITA-86) Sejam a. h e c números reais dados 
com а < 0. Suponha que x, e x? sejam as raízes 
reais da função y = ux? + bx ^ c с xi < x». Sejam 
xy 2 — b/a e x, = -(2b e Nb! — 4ac)/4a. Sobre 
о sinal de y podemos afirmar que: 

а)у<0.Ухе Rx «x «x 

b) y <0. Vx e R,xa<x<x>2 

c) y> 0, Yx e R, xı «x «xa 

d) y > 0, Vx € R, x > x4 

e) y <0, Vx e М,х<х 


290) (ITA-88) Sejam f e g funções reais de 
variável real definidas por f(x) = [п (x! — x) e 


g(x)- . Entáo o dominio de fog 6: 


a) JO, el 


5- 


d)]-1,1[ 
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b) 10.1 
) 10, 11 Өн, ções 


с) Je, e * 1[ 


291) (ITA-90) Seja f: R 


>N a functa 
X42,sex €-] Unção defin 


dà por 
07 х?,ѕе-1<х Si 
[4, sex >] 


Lembrando que se Ac 9t então f- A)» 1 
WX) є А) considere as afirmações: ie 
I- f nào é injetora e f^ ' (3, 5)- "n 
П- f não é sobrejetora e f^ ' ([3, sp- p 
II- fé injetora e £^! ((0.41)-|-2 
Entáo podemos garantir que: 


(2.6) 
т») 


а) Apenas as afirmações II e III são falsas: 
b) As afirmações I e III são verdadeiras: | 
с) Apenas а afirmação II é verdadeira: 

d) Apenas а afirmagáo III é verdadeira; 

e) Todas as afirmações são falsas. 


292) (ITA-90) Seja a função f: ~ (2) >R- 
2x-3 


(3) definida por f(x) = 


+1. Sobre sua 
x-2 

inversa podemos garantir que: 

a) náo está definida pois f é náo injetora. 

b) nào está definida pois f nào é sobrejetora. 


1-2 
c) está definida por f^'g)- yd: 
y-3 
NER ү д y+5 
d) está definida por f” (у) = d OA +3. 
y 


29-54 


у-3 


е) está definida por f^ t (у) = 


293) (ITA-90) Sejam as funções Ге g dadas por: 
l se|x|«1 
(0se| х [21 
2x -3 
x-1 
Sobre a composta (fog)(x) = Mg) podemos 
garantir que: 
a) sex 2 3 Se) =0 


f: R — N, fx) = 


gNR-{ 01, ох) = 


Б)ѕе1 <x< 5 80) 1 
с) ѕе $<х<2, а(х) = 1 
d)sel<x< 2 шо) =! 


e) n.d.a 


A-91) Considere as afirmações: 

is A à d . 2 

q é uma função par e g:$>R uma 
posição gof é uma 


294 UT. 
eR 
| Sel: merit entáo a com 


unção par. 1 
i se f; RIM 


função impar. en 


é uma função par e g: NN uma 
tão a composição fog é uma 


função par. 

ae 
jii- Se ER peu UR 
LM é uma função impar. 


ум é uma função impar e inversível 


então É 
Então: 
a) Apenas a айг 0 
b) Apenas аз afirmações I c ilsa 
c) Apenas à afirmação II é verdadeira: 


afirmação I é falsa; 
e H são falsas: 


1) Todas as afirmações são falsas: 
c) n.d.à. 
295) (ITA-91) Se A=(x € х2 +x + 1 |х + 


2x - 31, então temos: 
aA=[-2, 21 о [4,+ > 


1 
БА = [5-4] 
с)А=[-3, 1] 
ФАз|-.-31 U [1,+ of 
e) n.d.a. 


296) (ITA-92) Dadas as funções f[3159t e g 
RW. ambas estritamente decrescentes e 
sobrejetoras, considere h = fog. Então podemos 
afirmar que: 

a) h é estritamente crescente, inversível e sua 
inversa é estritamente crescente. 

b) h é estritamente decrescente, inversível e sua 
inversa é estritamente crescente. 

c) hé estritamente crescente, mas não 
necessariamente inversível. 

d) h é estritamente crescente, inversível e sua 
inversa é estritamente decrescente. 

€) nda 


297) (ITA-93) Seja 94-94 uma função não nula, 
impar ? periódica de período p. Considere as 
Seguintes afirmacóes: 
I ipo 
ll. fi- x) — f(x + p.VxeR 
"n li-X) = хр), vx eR 
IV. fix) = - f(-x), ухе в 

odemos Concluir que: 
a) le I sào falsas. 
пещ são f 
Site HV são 


: b) He Ш são falsas. 
alsas. d) Le IV são falsas. 


falsas. 


Өтен» | ( 
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des reais de variável 
= Хх + т. onde m é uma 

* m < 1, considere as 


| 298) (ITA-94) Dadas as funç 
real fix)=mx+ 1e g(x) 
constante real com 0 
afirmações: 

І- (fog)(x) = (воГ)(х), para algum x € R. 
П- f(m) = g(m) E 

HI- Existe a € R tal que (fog)(a) = f(a). 
IV- Existe b e R tal que (fog)(b) = mb. 
V-0 < (gog)tm) <3 

Podemos concluir 

a) Todas são verdadeiras. 

b) Apenas quatro são verdadeiras. 

c) Apenas três são verdadeiras, 

d) Apenas duas são verdadeiras. 

e) Apenas uma é verdadeira. 


299) (ITA-96) Considere as funções reais Fe y 

definidas por: 

ros E, хек-{-1,1ре вю) х, 
1-x* 1+2х 

xe К - { -1/2). O maior subconjunto de R onde 

pode ser definida a composta fog, tal que 

(fog)(x) < 0, é: 

a) ]-1,-1/2[ v ]-1/3, -1/4[ 

b) ]-5, -1[U]-1/3, -1/4[ 

c)]-«,-1[U]-1/2, 1[ 

d) Mol 

е) ]-1/2, -1/3[ 


300) (ITA-96) Seja f:R>R definida por: 


Ps 3x+3,x<0 

n x? e Ax 4 3x >0 
a) fé bijetora е (fof)(-2/3) = £^! (21). 
b) Ғе bijetora e (fof)(-2/3) = t^!(99). 
c) f é sobrejetora mas nào é injetora. 
d) f é injetora mas não é sobrejetora. 
e) f é bijetora e (fof)(-2/3) f^ (3). 


301) (ITA-97) Se О e I representam. 
respectivamente, о conjunto dos nümeros 
racionais e o conjunto dos números irracionais. 
considere as funções f.R>3N definidas por 
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0.зехе0 (Ll. sexeQ 
seed 8077 хе] 
Seja J a imagem da função composta fog:R > 
W. Podemos afirmar que: 
a)J-W Ь)Ј= 0 с) Ј= {0} 
1-4 e)J - (0.1) 


302) 11-97) Sejam Гн: Wt funções tais 

que: 

пх) 21-Х 

para todo X € ) 
b) (lx) 


е fQo*2/Q-x)7(x- 1) 
R. Então f leo] é igual a: 


ox? dx 92-x 


aa 
ções f: RN e 


303) (ITA-98) Sejam as fun 
=x)-9 e (fog)(x) 


gAci> NR, tais que f(x) 
=x-6. 

em seus respectivos don 
A da função g é: 

a) [- 3. ^l b) R 
d)]-».- ЦЧ. = ol 


тіпіов. Então, o domínio 


с)[-5,+®[ 
9]-. Vel 


304) (ITA-99) Sejam fg h: R > R funções tais 
que a função composta hogofR>Réa 
função identidade. Considere as afirmações: 
I- A função /i é sobrejetora. 

TI- Sexo е R é tal que fixo) “0, então f(x) #0 
para todo x е R com x # Xo. 

Ш- A equagáo h(x) = 0 tem solugáo em К. 
Entáo: 

a) Apenas a afirmação (T) é verdadeira. 

b) Apenas a afirmagáo (IT) é verdadeira. 

c) Apenas a afirmagáo (Ш) é verdadeira. 

d) Todas as afirmações são verdadeiras. 

e) Todas as afirmações são falsas. 


305) (ITA-99) Considere as funções feg 
definidas por f(x) = x — 2/x, para x + De g(x) = 
e para x #— 1. O conjunto de todas a s 

x«l 

soluções da inequação 

(gof)íx)* gx) é: 

alto 5)]-».-?f[ с) [-2.- 1f 
Ф е)1-2,- КУ, + 


306) (ITA-01) О conjunto de todos os valores de 
m para os quais a função 
x? +(2m+3)x+(m? +3) 
Vx? +(2m+1)x+(m? +2) 
está definida e é nào negativa para todo x real é: 


f(x) = 


Ta 7 11 Г 7 
а) -.- Di 2] 
Мал Up b 4 
4) a, zb е) |1 т[ 

de 40 1474) 


307) (TTA-02) Sejam а, b, с reais náo-nulos е 
distintos, c > 0. Sendo par a fungáo dada por 
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ах +b 
(х)-----.-с<х а e 
en EX <e, então f(x), раға - $ 
< c, é constante e igual a: 
aja-b b)a*c c)c db e 
Ја 
308) (ITA-02) Os valores de x ер par 
E R, раға os qu: 
Qua. 


a função real por [(x)=5-||2x-| 
definida, formam o conjunto, 
a) [0, 1] 

b) [- 5. 6] 

с) [- 5.0] Y [1, =) 


1-6 está 


d) [- 5,6] 
€)(-» 010 [1.6 


309) (ITA-03) Considere uma função f : IR > 1р 
nào-constante e tal que f (x + y) = f(x) f(y), 7x 

ўе, У), 7х, 
Das afirmacóes: 

1- f(x) > 0, Vx € IR. 

II - f(nx) = [/G)J. Vx € IR, 7n € ТХ" 

TII - f é par. 

é (sào) verdadeira(s): 
а) apenas Ге IT. 

b) apenas II e III. 

c) apenas I c III. 


d) todas. 
€) nenhuma. 


310) (ITA-03) Mostre que toda função f : IR 
10) > IR, satisfazendo f(xy) = f(x) * fty) em 
todo seu domínio, é par. 


311) (ITA-04) Sejam as funções f e g definidas 


2 2 ву 
ет R por f(x) = х + ax e р(х) == (х^ + рх) 
que a e p são números reais. Considere que 
funcóes sáo tais que: 


Valor | Ponto | Valor | Ponto 


| mínimo | de | máximo 
| mínimo | 
< | - 
1 ! 0 | 4 


ex Pá 
Entáo. a soma de todos 0S valores de X P 
quais (fog) (x) = 0 é igual a: 


а)0 b)2 o4 46 е)8 


312) ITA-05) Considere 05 conjuntos 5 өзін é 
6),T=(1.3.5je U= 0, 1] e as afirmações 
T-(0) € $е5 10+ 2. 
II-:213cS:UeSo To 
III — Existe uma função f : 
IV — Nenhuma função g : T > S é sobre) 
Então, é(são) verdadciral* 
a) apenas 1. b) apenas IV 
c) apenas Le IV. d) apenas П ё 


U - (0.1; 
STi 


Ш 


c) apenas ІП c IV. 


313) (ITA-05) Seja D = IR \ {1} ef: D > D uma 
função dada por f(x) = езі 
х-1 
Considere as afirmações: 
I - fé injetiva e sobrejetiva. 
II - fé injetiva, mas não sobrejetiva. 


(1 
HI - feo «(3 Jo 0. para todos eD,xz0. 


IV - f(x). f(-x) = I. para todo x є D. 
Então. são verdadeiras: 

a) apenas I e III. b) apenas I e IV 
Пеш 

d) apenas І, Ile IV e) apenas IL. III e IV 


C) apenas 


314) (ITA-05) Determine todos os valores reais 
de a para os quais a equacáo (x — 1y! = Ix — al 
admita exatamente três soluções distintas. 


315) (IME-90) Seja f uma função definida nos 
inteiros positivos satisfazendo: 

кіу-і 

n) =2.£(n) + 1 

f(f(n)) = 4n +3 

Calcule f(1990). 


316) (IME-93) Considere uma função L: 1-9 
que satisfaz: 
1. L é crescente, isto é, para quaisquer 0 < x < y 
tem-se L(x) < LG»); 
2. L(x.y) = L(x) + LO) para quaisquer x, y > 0. 
Mostre que: 
a) L(1) = 0; 
b) L(1/x) =- L(x), para todo x > 0; 
с) L(x/y) = L(x) — L(y») para quaisquer x, y > 0; 
d) L(x”) = nL(x) para todo x > 0 e natural n; 

' è) L(x) = 1{х)/п para todo x> 0 € natural 7; 
f) L(x) < 0 < L(y) sempre que 0<х<1<у. 


317) (IME-94) Seja f: R> R uma função 
quadrática tal que f(x) = ax" + bx * c. a* 0,Ухе 
В. Sabendo que x1 7 — lex 
11) =-8 

Pede-se: 

a) Determinar a, b, с 

b) Calcular f(0) 

c) Verificar se f(X) apresenta má 
justificando a resposta 

d) As coordenadas do ponto extremo 
e) О esbogo do gráfico 


5 são raizes e que 


ximo ou mínimo, 
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318) (IME-96) Seja f uma função real tal que Vx, 
a € W: f(x * a) 24/1) [o .fé 


periódica? Justifique. 


319) (IME-96) Dados dois trinómios do segundo 
grau: 

y=ax+bx+e (D 

ysax bxc (II) 

Considere, sobre o eixo Ox, os pontos A e B cujas 
abscissas são as raízes do trinómio (I) с A'B' os 
pontos cujas abscissas são as raizes do trinómio 
(П). Determine a relação que deve existir entre 05 
coeficientes a, b, c, a`, b', c' de modo que A'B 
divida o segmento AB harmonicamente. 


320) (IME-99) Sejam as funções g (x)e h (x) 
assim definidas: g(x)=3x-4 ; (х) = f(g (x) 
= 9x? — 6x + 1. Determine a função f(x) e faça seu 


gráfico. 


321) (IME-04) Seja uma função f: R- {0} ә R, 
onde 9t representa o conjunto dos números reais, 
tal que f(a/b) = f(a) - ХЫ) para a e b pertencentes 
ao domínio de f. Demonstre que f é uma função 
par. 
322) (IME) Sejam q e r funções cujos domínios é 
o conjunto dos inteiros maiores que zero. Sabe-se 
que q(1) = 1, (1) = 0e: se r(n) < 2q(n) * 1, entáo 
b +1) = (п) +1. 

9(п+1) = а(п) 
2q(n) + 1, ento Lid ae 
= n 
SAU а(п +1) = q(n) +1 


Determine q(5) e r(5). 


323) A função fé tal que f(2x + 3)=3х +2. 
Nestas condições, f(3x + 2) é igual а: 

a)2x +3 b)3x +2 с) (2x + 3)/2 
d) (9х + 1)/2 e) (9х - 1)/3 


324) Sendo f uma função real de variável real tal 
que f(x + 3) = 2х + 3, prove que fQx + 3)=4x+ 
3: 


325) Dadas as funções f(x) = 4x + 5 e g(x) = 2х- 
Sk. ocorrerá gof(x) = fog(x) se e somente se k for 
igual a: К 


a) - 13 e)-1 


b13 o0 dl 
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326) Se f)71-7 х, com X * 0, então 
PAU r 
i etermine O valorde — 
OONO дз AS 05) 16). 
j i х) =3x-5 € 
am as funções reais RA 5 
Е x -3. Determinar a lei da fungáo р. 


5 is р(х) -3x-2 € 
iam as funções reais gx) | А 
ае -3x + 1, Determinar a lei da fungáo 


f. 


329) Sejam fe g funções reais definidas por 


у= wi 42x+4 se x21 e ex) =x-3. 
MT 3x44 se x«l 


Obter a lei que define fog. 


330) Sejam as funções reais fog e g definidas por 
(ax! -6x-l se x2] e go)-2x-3 
Шыны! 4х+3 se x«l 


Obter a lei que define f. 


331) Prove os seguintes teoremas: 

a) "Se t: AB e g: BC são funções injetoras, 
então a função composta воб АЭС também é 
injetora” 

b) “Se f: ASB e в: В->С são funções 

sobrejetoras, então a função composta gof: АЭС 
também é sobrejetora* 

c) "Se f: AB e g: B>A satisfazem gof = la, 
então Ге injetora e g é sobrejetora” 

d) “Sejam f: ASB e g: B>A satisfazendo gof = 
I, e fog = Ip. Então, f é bijetora e g = f^? 

е) "Seas funções f de A em Be g de B em C são 
bijetoras então (воб '= f^ “орт!” 


332) Seja f: RR: x x - Vx . Então (RN) € 
igual a: 
a) RË 

d) vazio 


b) N 


© €) [- 1/4, “оГ 
е) [- 1/2, + oo[ 


333) Seja f N > N definida por: 

лю" n21000 
ff(n*6) п<1000 

Então o valor de f(] 992) - f(1) é: 


а) 989 b)992 с) 1988 
indeterminado y ФА 9) 


334) Seja f: Ro 


Rfi А, 151: 
Улара 1 função periódica com período 


fx) = x? par 
(X) = х? para cada — | «x «2, Então f(- 4) vale: 
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335) Assuma que f é uma função real tal ; 
= f(- x) e f(x + 2) = 2f(x) para todo x. Еши 1%) 
igual а: o (5) є 


336) Seja f uma funcáo real tal que: f(2)23 
Ка + b) = Ка) + f(b) + ab, para todo aep, — 
Calcule f(11). y 


337) Seja fuma função definida em Му = {0,1,2 
3, ...) e com valores em No, tal que рага m ^ , 
No e m < 9, f(10n + m) = f(n) + lim е 0) =0 
Quantas soluções existem para a equação fix) = 
1995? 

a) Nenhuma b)1 

d) 11 €) infinitas 


c)2 


338) Dados /(x)= E e a um número real. Se 
eX 


хо = а, Xi = fo), x2 = fx), +. X1996 = Кто), е 
x1996 = 1, calcule a. 
а)0 

4) 1995/1996 


b) 1/1997 
€) nda 


c) 1995 


339) Seja f uma função de inteiros não-negativos 
para inteiros não-negativos tal que: f(n.m) = 
пт) + mf(n), 10) = 19, (12) = 52 e f(15)7 
26. Determine f(8). 
a) 12 b) 24 c) 36 


4488 90 


340) Seja /(х),і-1,2,3,... definida por 
f taz ef) = (NGS). Endo, fa (1998) 


е 
a)0 5,1998 с)-1/1997 
d) 1997/1998 е) паа 


341) Assuma que f(1) = 0, e que para todos 05 


inteiros m e n, f(m + n) = f(m) + f(n) + 3(4mn = 
1). Determine f(19). 


342) Dado que ( І қ ‚емао f(x) € 
x 


х-1 
ayx-ly' b)x(x*l) 
с) x-lyx d)l/x-x 
1 Determine 
343) Suponha que stes i 


K(K(£(...£(3)...))), onde existem 1998.£5 па 
composicáo. 


e)ig Les 


^ 


a)3 b)32 c)25 d)1 
3x 
3x +4 
a) (3x + 4)/(3х) 
c) (4х)/(3 — Зх) 

e) nda 


344) Se f(x) = е f(g(x)) = x, então р(х) =? 


b) Gxy x + 4) 
d) (3x + 4y4 


2x +3 
5x-l' 
fé uma função que pode ser escrita da forma 


345) Seja f(x)- Sabe-se que a inversa de 


x+b Б 
f(x) = ad Determine o valor de b+c + d. 
сх + 


а)б b)7 c)8 d)9 e)nda 


346) Suponha que f(x + y) = f(x).f(y) para todos 
os números reais x e y. Se f(1) = 8, calcule 
f(2/3). 
a)1/8 b)2/ c)4 d)8 e)nda 

347) Uma certa função satisfaz f(x) + 2.f(6 — x) = 
X para todos os números reais x. O valor de f(1) 
é: 

а) 3 
d)! 


2 


b) impossível determinar 
e)-9 


c) 


. 348) Se f(x) é uma função que satisfaz f(2x + 1) 


= 2f(x) + 1 para todo x, a se f(0) = 2, então f(3) 
35 b)9 c)ll ІЗ e)15 


349) Se {№ + 1) - (- D" * 'N-2.N) раға os 
inteiros М > 1, e f(1) = f(1989), então o valor de 
1) + 62) + £3) +... + f(1988) é igual a: 
а)-992/2 Ы) – 993/3 с)-996/3 

d) – 995/3 е) — 994/3 


350) Se as equações (1) x? + ах += 0 e (2) х? 
+ сх + а= 0 possuem exatamente uma raiz em 
comum, e abcd z 0, então a outra raiz da equação 
(2) é: 

a) d.(c — a)/(b — d) 
c) c.(b + cy(a + d) 
€) c.(a + c)/(b — d) 


b) d.(a + c)/(b + d) 
d) (a - c (b - d) 


351)Se (00-1 55. бб) = қ). RG) = 
-3x 

ffi), e em geral f(x) = е, 1(x)), então 

Пөз(3)- 

23 0)193 су? 


0) 115 e)-2:99 
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Capítulo 2 Funções 
352) Suponha que o gráfico de у= ах? + х + с é 
dado pela figura abaixo. Entáo entre as 
expressões: ab, ac, b, a + b + ca-b+c 
quantas são positivas? 


a) 1 €)3 d)4 es 

353) Suponha que f(x) é uma fungáo com dominio 
nos números reais e contra-dominio nos números 
reais tal que f(x + f(x)) = 4.f(x) e f(1) = 4. Qual é 
o valor de t(5)? 
а)16 b)I8 c)20 d)22 e 

354) Suponha que f(x) é uma função tal que para 
todo nümero real x: 

O f(x) + 1-х) = 11; 

Gi) fl +x) =3 + f(x). 

Então f(x) + f(- x) deve ser igual a: 

а)8 b)9 c)IO 11 «12 


355) Se f(x) satisfaz 2.f(x) + {1 —x) = x^ para 
todo x, entáo f(x) = 

a) (x?— 3x +1)/2 Ы) (x? + 8x—3y9 

c) (4x? -3x-2)6 d) (x? + 2х – 1y3 

e) (x? + 9x — 4)/9 


356) Seja f: R—>M, não identicamente nula, tal 
que Қо).Қу) = [f(x + y) + f(x — y)]/2, para todos 
os nümeros reais x e y: 

a) Mostre que f(0) = 1, (2) = – 1, f(3) = 0 e f(4) = 
1 


b) Mostre que f(x + 4) = f(x), para todo x real. 


357) Seja f uma função satisfazendo a equação 
f(x) + 1999.f(2 — x) = (x — 1). Então o valor de 
0) é: 


358) Sejam a e b números reais e seja f(x) = 1/(ax 
+ b). Dado que existem três números reais 
distintos хі, x», ху tais que f(x1) = x», f(x2) = x3 € 
f(x3) = xi, prove que u =— b°. 


359) Uma função real f satisfaz, para todo x, 


+= ce. Demonstre que fé periódica. 
-f(x 


cada f( 71 para 
360) pado 11) 7 Ile f(x+3)= Or 
todo X. determine 61979). 
F uma função real decrescente definida 


361) Seja 
os todo os valores dexcom 0 Sx le 
verificando: | 
Te o ену 
К 5 ) 2 
1 
Calcular 85 


as funções f de satisfazem a 


362) Considere $5) = FO), para to ds 


igualdade f(x + 4) + fix à todo 
Nate real x. Cada uma destas funções € 


existe um menor período positivo 


periódica 6 
a todas elas. Calcular p. 


comum p par: 
363) Suponha que f satisfaça а equação: 
2f(x)* af 2x 2) -100x +80. Calcule Д3). 


x-2 


364) Sejam / g: К ә R funções continuas tais 
que Да) < gla) e ДВ) > g(b). Mostre que existe c 
є (a, b) tal que fc) = &(c). 


365) Seja f. R  R contínua e tal que f(x) JU) = 
1, para todo x. Se f(1000) = 999, calcule (500). 


366) Seja f uma funcáo real de variável real que 
verifica as condições: 

(i) 10%х)“Қ10-х) 

(ii) (20-х--100-х) 

para todos os valores reais de x. Demonstre que f 
é uma função impar e periódica. 


367) Determine se existe uma fungáo injetora f: 
RR com a propriedade: f(x?) — P(x) > 1/4, 


368) Uma função f: NNR satisfaz: f(2 + х) = 


f(2 - x) e f(7*x)-f(7 

250. = 7 - x), para todo 
Dd real x. Se х= 0 é uma raiz da equação 
(X) 7 0, qual é o menor nümero de raízes dessa 


equação no intervalo — 100 < x < 100? 


ie nd f satisfaz a equação funcional: f(x) 

eo (x + у)-ху-1 para todo par x, y de 

„110105 reais, Se Қ1) = 1, então o nún i d 

кл næ | para os quais f(n) = né: iu 
b)1 c)2 d)3 e) infinito 
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370) Seja f: ZZ" uma funç 
seguintes condições: 

i. f(a.b) = f(a) + f(b) 

ii. f(x) = 0 se o algarismo das unidades 
x eZ. 

Encontre f(2008). 


ao satisfaz, 


371) Seja fuma função definida no со 
nümeros inteiros positivos por 

f(3n)= 1, ѕеп = 1 

ҚЗп) = п + f(3n— 3), se п> 1. 
Encontre o valor de 11998). 


Capítulo 2 


балса, 


endo às 


dexég y, 


junto dos 


Ww 


REPRESENTACAO DECIMAL 


Todo número inteiro possui uma única representacào decimal, ou seja, um número inteiro n 
representação da forma: 


admite uma única 
= ag 10" Зара 107 7! +... +ар 


107+ a,.10 + ap 


são tais que 0 < ai 9,i170,1,2, .. т. 
Os termos а, 0 < а € 10 sáo chamados de algarismos, dígitos ou cifras. Se for informado que um 
o inteiro possui, por exemplo, n dígitos, o digito mais a esquerda (também conhecido como mais 
e valer zero. Os dígitos recebem nomes de acordo com a sua ordem. O dígito ap é 
s unidades, a, de dígito das dezenas, аз de dígito das centenas, аз de dígito dos 
milhares, a de dígito dos milhões e assim por diante. A ordem de cada dígito, por sua vez, é igual ao 
expoente da potência de 10 de cada dígito. Por exemplo, o dígito das unidades é o de ordem zero e o 


díaito das centenas é o de ordem dois. 


onde 05 а 


потег 
significativo) náo pod 
chamado de dígito da: 


Exemplos: 
1) Representar o número 615243 na forma decimal. 


Solução: у 3 " 
615243 = 6.105 + 1.10! + 5.107 + 2.107 +4.10 +3. 


2) Determinar o nümero n de 3 algarismos, tal que se for colocado o dígito 8 à direita de n e o digito 1 à 


esquerda de n, temos como resultado o nümcro 28n. 


Solugáo: 
n= (abc) 7 a.107+b.10+c 
281 = (labe8)j = 1.10! + a.10° + b.10° + c.10 + 8 = 10^ + 10(a.10° + b.10 +c) + 8 


Ou seja: 28n = 10n + 10008 = 180210008 > п-556 


G-2002) A soma de dois números inteiros positivos, com dois algarismos cada um, é 58. Os 


3) (ПЕМ 

quatro algarismos sào distintos entre si. A soma desses quatro algarismos é um número 
a) menor que 9. b) múltiplo de 3. C) primo. d) maior que 30. 

Solução: 


Sejam (ab)io е (с4)10 05 números. Assim: (аЬ) + (cd) = 58 = o digito das unidades de b * d é 8. 
Se b + d» 9, então a única possibilidade é b = d 9, que é impossível pois os algarismos sáo distintos. 
Logo teremosb+d=8ca+c=5 > a+b+c+d=13, que é um número primo. 

4) (UFPE-2002) Seja S a soma dos dígitos de 10!!!— 111. Assinale a soma dos dígitos de S. 
Solucáo: 


А subtração é da forma: 
100.0000 
111 


99.9889 
Portanto: S = (108)(9) + 8 + 8 + 9 = 997. Logo, a soma dos dígitos de S 69+9+7 = 25. 


5) (UFPI-2002) Um nümero é formado por dois algarismos cuja soma é nove. Se invertermos a ordem 
dos algarismos iremos obter um novo número igual a 5/6 do original. Esse novo número obtido é: 
a) 36 b) 45 c) 63 d) 72 e) 81 
Solucáo: 
Seja (Ji, о número. Pelo enunciado: = 
Shea A 10a +b 
a > a-5eb-4 > (Ба) = 45. 


10b +а 2 > 60b+6a=50a+5b > 55b=44a = 
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capitulo 3, Repr 
n 2 2 8. 
e B dois números de dois algarismos cada um e A < БӨЛ Әрін егіні 


77002001) Sejam A 4 Š 
6) (PUC/PR 29 £i iplo do produto de seus algarismos, qual ы bendo-se 

ves números é igual ao trip P » qual a razão A/B? Que 
cada um desses n 4. d) s/8 e) 5/7 


а) 3/8 b) 1/2 c) 3/ 


; ао: ET NM 
ns “al destes dois números. Assim: 


Sei; forma ge! 
pança = 9ab-30a-3b=0 = (За - 1X3b-10)=10 


Existem duas possibilidades: 
= 
B rae > a-leb-5 


3b-10=5 
ш АЛ? = а=2еЬ=4 
3b-10=2 
2 А 15 А 5 
Temos então А = 15 e B = 24 > 254 >» o E 


7) (PUC/PR-2004) Um número A é formado por três algarismos, abc: o algarismo das dezenas é a 
metade do das unidades, o das centenas é o triplo do das unidades. Invertendo-se a ordem dos algarismos 


daquele número, obtém-se um número B, cba, igual ao número A diminuído de 396. A soma А +B- 


800 é igual a: 

a)22 b) 24 c) 26 d) 28 e)30 

Solução: 

Segundo o enunciado temos as seguintes relações entre os dígitos de A: c = 2b еа = 3с. 
Portanto: 100a + 10b + c – (100c + 10b + a) = 396 > 994-99с-396 > a-c=4 > 
2-4 > с=2 > a=6 - b=1 = A+B-800=612+216-800=28. 


8) Determine a soma dos algarismos do número (999....... 995), onde o número 999........995 tem 99 
dígitos iguais a 9. 

Solucáo: 

x - (109. 5? = 10290 — 10,10? + 25 = 10% — 10"! + 25. 

Assim, x é um número da forma: 9999...9990000...0025, contendo 99 dígitos 9 e 99 dígitos 0. 
Portanto: S = 9.(99) + 2 + 5 = 898 


9) (OBM-97) O nümero N tem trés algarismos. O produto dos algarismos de N é 126 e a soma dos dois 
últimos algarismos de М é 11. O algarismo das centenas de N é: 

А)2 B)3 C)6 D)7 E)9 

Solução: 

Seja N = (abc)io. Pelo Enunciado temos que: a.b.c = 126 = 2357 e b+c=11. 

A expressão b + c = 9 possui as seguintes possibilidades de resposta: 

2-971 3+8 =i] 4+7=11 5+6=11 | 
pib a.b.c = 2.32.7, então temos apenas duas possibilidades para os dígitos de №: (2, 9, 7) ou (3.6.7 
Assim, para que b + с = 11 temos que duas possibilidades: 

Db=2 ec=9 5 a-7 

ii)b=9 ес=2 > а-7 


ro natural 


10 f Р | 
) (ОВМ-2000) Um certo número N de dois algarismos 6 o quadrado de um número We 


Invertendo- : } 
se а ordem dos algarismos desse número, obtém-se um número impar. A diferença © 


dois nú Я E : 
n er. € о cubo de um nümero natural. Podemos afirmar que a soma dos algarismos deN € 
Solugá ?m Суз 5s Е) 11 

о: 
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capítulo 3. Representação Decimal 
= 104 + b. O número 10b + a (obtido invertendo-se os algarismos de М) é impar, logo a é impar, 
= 16 ou N = 36. pois 16 e 36 são os únicos quadrados perfeitos de dois digitos cujo algarismo 
é impar. Mas 61 — 16 = 45, que não é um cubo perfeito, e 63 — 36 = 27 = 3°. 


Seja N 
Portanto М 
das unidades М 
Então N 7 36 е 3%6-9. 

mero inteiro de seis dígitos inicia com 1. Se este dígito é movido do extremo esquerdo para о 


11) Um nür БАР 1 : sa 
ordem dos outros dígitos, o novo número é 3 vezes o original. À soma 


extremo esquerdo sem mudar a 
dos digitos dos números é: 
Solução: 7 | | | 
* Sejam n= (labcde)io е m = (abedel)1o os números. Assim: n = 10° + (abede) em = (abcde)io. L0 + 1. 
4 10(n-10)+1 2 т= 10n—10* 1. 


Substituindo: m = ‚ 
Como m=3n => 3n=10n- 10+1 => 7n=10'-1=999999 => п = 142857. 


Desta forma, a resposta é 27. 


Solução: 


Inicialmente notemos que: 11...1 = (99...9)/9 = (10% — 1/9 

222.22 = 2(111...11) = 2(999...99)/9 = 2(10" — 1)/9 
2 2 2 2 
98 | 210829 эп ури no 2 

КЕТЕ! сымы ға SM ыл ы жы. (3: 
9 9 9 3 n 3s 


13) (Olimpíada da Índia-98) Existe algum inteiro positivo N tal que o nümero formado pelos ültimos 
dois dígitos da soma 1+2+3+...+Né¿ 982 
Solução: 


NOT... oa > NN +1)=...96 


Suponha que exista N tal que 1 +2 +3 +... +N =...98. Assim: 


Como o dígito das unidades de N(N + 1) é 6, então as únicas possibilidades para o algarismo das 
unidades de N são 2 ou 7. Seja x o algarismo das dezenas de N. Assim, podemos armar o algoritmo para 


multiplicar N e N + 1: 


5 
a 3 a 8 
X a х а 
2а 6 7а+5 6 
За 8а 
5а 6 . 15а+5 6 


Note que nos dois casos o dígito das dezenas de N(N + 1) é sempre múltiplo de 5, náo podendo valer 9. 
Assim, nào existe nenhum inteiro N tal que o número formado pelos últimos dois dígitos da soma 1 + 2 


+3+..+N 698. 


^ Mostre que 1 é o ünico inteiro positivo que é igual a soma dos quadrados dos seus dígitos. 
olução: 
o 9*9 «9-9 2324 > o número deve possuir menos do que 4 dígitos, ou seja, n = (xyz)io 
Qu My vzox'ey «z! => (100 x) +(10-y)y =z- 1) 
isi a máximo de z é 9, então o valor máximo de z(z — 1) é 72. Como 100 — x 2 91, temos que 
(е 0- yy = z(z - 1) 
Os v; дыт ^ 
s valores possíveis de (10 — ууу são: 0, 9, 16, 21, 24, 25 


Os val docu 
jc, gr MEE 22-1) são: 0, 2, 6, 12, 20, 30, 42, 56, 72 
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Capítulo 3._Representa, 
do Cone Sul-96) Prove que toda progressão aritmética de Poca 
s sáo iguais. MALLEM 


ma dos algarismo 
o aritmética pode ser expressa da forma аһ = а + nr, a é o primeir 
de a e y o nümero de digitos de r. © termo, 


nümero de dígitos 

m 10 e 10": a =(10%)r+a е ац =(10 ra, 

mos x dígitos de (10'*)r são iguais a zero, então o ti 
Yero 


rimeiros y dígitos são os dígitos de ге os últimos x dio; 
^ Olgitos 


naturais cont 
Solucáo: "m 
Sabemos que toda progressá 
ré a razão da PA. Sejam хо 
Calculemos agora os termos de orde 
Desde que а possui X dígitos € OS ша 
a. =(10%)r+a é da forma [ra]io. OU seja. osp 
10* 
são os dígitos de a. ! = m" " e m 
Da mesma forma, como a possui X dígitos е 05 ültimos x * 1 dígitos de (10* * Br são iguais a zero im 
| = (10“" é r0al1o. ou Seja, os primeiros y dígito A 
о número ау. -(I07 )г+а € da forma [ Іш | T p y dígitos são os digitos y 
m zero e os os dígitos de a. 
a soma dos digitos de а" с. são iguais, uma vez que, com exceção de um digitos 
gitos 
utros dígitos destes números sáo todo 


ermos naturais existem infinitos termos cor 
=(10Y)r+a, com y 2 X (x o número de dígitos de a) 


depois temos u ültimos x dígitos 540 
Evidentemente, ca, 


1, todos 050 


s iguais. 


zero em EI 
m a mesma soma dos digitos, 


Na verdade, em uma PA de t 
mos da forma a, 


uma vez que todos os terr 
possuem a mesma soma dos dígitos. 
quatro dígitos distintos do conjunto (1, 2, 3, 4, 5. б, 7. 8. 91. 


98) Inés escolheu 
mou todos esses nümeros de 


s nümeros de quatro cifras distintas e so 


16) (Olimpíada de Maio- 
tro dígitos que Inés escolheu. 


Formou com eles todos os possívei 
quatro cifras. O resultado é 193314. Encontre os qua! 


Solugáo: 
Digamos que os números esco 
Sabemos que todas as permutações deste 


Fixando um número por vez em cada pos 
= 6, ou seja, existem 6 números iniciando com 1,6 te 


lhidos são a, b, c e d. 

s 4 números é igual a 4! = 24. 

ição, temos então a permutações dos outros 3, que é igual a 3: 
rminando em b, 6 com c como segundo digito e 


assim por diante. 
Deste modo, podemos escrever a soma dos nümeros da seguinte forma: 


S = abcd + abdc + acbd + acdb +... + deba > 5 = 6(10 + 102+ 10 + 

- Ita+rb+c+d) > 

S=6666(a +b + с +d) = 193314 > a+b+c+d=29 à ? 
trair 1 de algum dos 


Como 9 maior valor da soma dos 4 números 6 30 (9 + 8 + 7 + 6 = 30), devemos sub 
ros, sem j i is nú iguai i à 
m ea obtido dois números iguais. Notamos que isto só é possível quando escolhemos 5 
, implicando que os números escolhidos sáo 15, 7, 8,9). 
ual a 


17) (IMO-68) Determine t a Р қ 
E E е todos os nümeros naturais n cujo produto dos seus dígitos decimais é ig 
Solução: 

Suponha que n possui қ 

Ne a a пову ес 

Note que P, é máximo dando i la dos dígitos decimais de n (Pn) é menor ou igual a n. 

P, < 4.9" -!. Por outro lado, n 2 Ps digitos de n (exceto o primeiro, que vale 4) 540 iguais a 9 
zeros > n>d.10""! ДЕБИЙ: as МІНДЕ. se depois de seu primeiro dígito (que 6 d) existam т 
Deste modo. provam | ` s 2d9"-'»p,. ра * 

o - provamos с > Pa, param? 1. : 
dígitos decimais de n 6 que para todos os nümeros natu ai i i roduto dos 
т € n € sempre menor ou igual rais n com mais de um dígito, ОР 

ssim: P, <п > n?-10 an. 

n-22<n > 2 
ya sabemos que Р,>0 = ni. 10; 00-250 5 Bula. 

ssim, n= 12 éa úni a - 10п -22 

Conferind T € a Única possibilidade de soluçã TRES ед 
indo, vemos realmente que Р, = (12 $20. 
27 O02 - (1002) -22 = 12. 
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Capítulo 3. Representação Decimal 


Exercícios 


1) Achar um inteiro positivo de dois algarismos 
que seja igual ao quádruplo da soma dos seus 
algarismos. 


2) Consideramos os nümeros inteiros de 1 a 1000 
inclusive. Somemos entre si todos os que tem 
todos seus dígitos pares e somemos entre si todos 
os que tem todos seus dígitos impares. Qual soma 
¿maior? 


3) O inteiro A consiste de 666 números 3, e o 
inteiro B possui 666 números 6. Quantos dígitos 
aparecem no produto A.B? 


4) Quando um número de dois digitos é somado a 
outro número de dois dígitos possuindo os mesmo 
digitos em ordem inversa, a soma é um quadrado 
perfeito. Determine todos estes números de 2 
digitos. 


5) A soma de um número de dois algarismos com 
outro que possui os mesmos dígitos. porém na 
ordem inversa, é 55. Achar o número sabendo que 
a diferença entre os algarismos das dezenas e das 
unidades é igual a 3. 


6) A subtração de um número de dois algarismos 
com outro que possui os mesmos dígitos, porém 
na ordem inversa, é 36. Achar o número sabendo 
que a soma dos quadrados dos seus algarismos é 
igual 40. 


7) Um número de três algarismos (xyz)io é igual a 
Cinco vezes o nümero formado apenas pelos 
algarismos das unidades е dezenas (yz)i. 
Determine este nümero sabendo que a soma dos 
seus algarismos é 8 (x + y + z = 8) e que a 
subtração entre os algarismos das unidades e das 
dezenas é 3 (z — y =3), 


8) Um número a de trés algarismos (xyz)io 6 
somado com outros dois números formados pelos 
mesmos algarismos, porém em outra ordem b = 
(Gxy)ige c = (yzx)10, е о resultado é 999. Sabendo 
йы да ip: unidades é igual ao algarismo 
determine о с P асад 
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9) Determine à soma de todos os nümeros pares 
de 4 digitos que podem ser escritos usando 0, 1, 2, 
3.4, 5 (e onde os dígitos podem ser repctidos). 


10) Sejam os inteiros а=111..11 е 
m 1% 
b -1000...005. Prove que ab + 1 é um quadrado 


mal 15 
perfeito. Expresse a raiz quadrada de ab + | da 
mesma forma como а е b foram expressos. 


11) Mostrar que o produto 12345679 x 9 x k, 
sendo k + 0 um algarismo, é kkk.kkk.kkk 


12) O produto de um inteiro positivo de três 
algarismos por 7 termina à direita por 638. 
Determinar esse inteiro. 


13) Se а = 3.643.712.546.890.623.517 е 
b = 179.563.128, determine o número de 
algarismos do produto a.b. 


14) Achar o menor inteiro cujo produto por 21 é 
um inteiro formado apenas com algarismos 4. 

inteiro positivo que 
produto cujos 


15) Achar o menor 
multiplicado por 33 dá um 
algarismos são todos 7. 


16) O número de 4 dígitos 2pqr é multiplicado 
por 4 e o resultado é um número de 4 digitos 
rqp2. Pode-se afirmar que p+q =? 

a8 b)7 c)6 d)5 e)nda 


17) Seja s(n) a soma dos dígitos de n. Por 
exemplo, s(197) = 1 + 9 + 7 = 17. Seja s'(n) - 
s(s(n)), s (n) 7 s(s(s(n))), e assim por diante. Qual 
o valor de s (1999)? 
a)28 b)10 c)l 48 e)nda 

18) É possível encontrar um número inteiro cujo 
produto dos dígitos seja igual a 66? 


19) Mostrar que o produto de dois fatores entre 10 
e 20 é o décuplo da soma do primeiro com as 
unidades do segundo, mais o produto das 
unidades dos dois. 


20) Determine o ültimo dígito da seguinte soma: 
S21! -2l c3! 4... + 1995! + 1996! 
а9 b)7 c)5 d)3 el 


Haie t t d 


GRSA 4 diferença entre o maior 
21) (Unifor-99) ud S sinis distintos е 0 
inteiro со ro com 5 algarismos distintos. 
os de n é um número 
c) divisível por 11. 
e) múltiplo de 5. 


nümero ы 
maior nümero intei 
A soma dos algarism 
а) primo. b) par. 

d) quadrado perfeito. 


22) (Mackenzie-2000) O nümero de algarismos 


Da 
do produto 4757 é: 
920 $2 om 415 917 


23) (UERJ-2002) Analise а expressão abaixo. na 
qual n é um número natural: N= 10 — no 

a) Se n é um número par, entáo N também é um 
número par. Justifique esta afirmativa, 

b) Determine o valor da soma dos algarismos de 
N quando n = 92, 


24) (UFU-2000) Desenvolvendo o número 10% — 92 
iremos encontrar todos os algarismos que o compóe. 
Assim, podemos afirmar que a soma desses 
algarismos é igual a: 

а) 575 b)573 с)566 4)585 


25) (Covest-2002) 


A tabela ao lado ilustra uma operacáo 8x3 
correta de adicáo, onde as parcelas e a y87 
Soma estão expressas no sistema de| + 
numeragáo decimal e x, y е 2 sáo 572 
digitos entre 0 е 9. Quanto vale x + y + 2296 


z? 
a)17 b)I8 c)19 4)20 e)21 
26) (Fuvest-88) 

a bc 

x 3 
abc 4 
Acima está representada um 
algarismos a, b e c são d 
da soma a + b + c? 


85 5% оп 


a multiplicação, onde os 
esconhecidos. Qual o valor 


ФМ e)17 


27) (Fuvest-92) Seja x = 2190 Sabendo que logia 2 


E ,30103 pode- 
que o número de algarismos de xé pd 


2300 b)301 с)302 а) 1030 e) 2000 


28) (Fuvest-2000 


4 alparismos 
condições: 


i) a soma dos quadrados dos 19 
i os 1%e 4? algari É 58; 
ti) a soma dos quadrados dos 2º e 3º ra 


) Um número in 


l teiro positivo n 
decimais BE 


satisfaz а Seguintes 
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11) se deste número n Subtrairmos © - 
obteremos um número fon 
algarismos do nümero n, mas 
Qual é esse nümero? 


mado pel mes 
Па ordem contrária ® 


29) (Fuvest-2005) О menor nj 
positivo que devemos adicionar а 987 70 
soma seja o quadrado de um Em Que 
positivo é 


a)37 b)36 c)35 d)34 9a 


Nteiro 


inteiro 


30) (Unicamp-2000) Um determinad 
década do século XX 6 representa 
pelo nümero abba e um outro, da pri 
século XXI, é representado, tamb 
pelo número cddc. 

а) Escreva esses dois números. 

b) A que século pertencerá o ano re 
pela soma abba + cddc ? 


O ano da últi 
та 
do, na base 10 
meira década do 
ет na base 10 


presentado 


31) (ESA-94) Um nümero é formado por três 
algarismos, cuja soma é 15. O algarismo das 
dezenas é o triplo do algarismo das unidades е 0 
algarismo das centenas é o sucessor do algarismo 
das dezenas. Esse número é: d ақ 
а)276 Ы)267 c)726 4)762 е)627 


32) (Colégio Naval-80) Um nümero natural de 6 
algarismos comega, à esquerda, pelo algarismo 1. 
Levando-se este algarismo 1, para o ültimo lugar, 
à direita, conservando a seqüéncia dos demais 
algarismos, o novo número 6 o triplo do número 
primitivo. O número primitivo 6: 

a) 100.006 d) maior que 180.000 

b) múltiplo de 11 e) divisível por 5 

c) múltiplo de 4 


33) (Colégio Naval-96) Os números naturais M € 
N sáo formados por dois algarismos nào nulos. Se 
os algarismos de M sáo os mesmos algarismos de 
М, na ordem inversa, então M + № € 
necessariamente múltiplo de: 

32 b3 c)S d)7 all 


34) (Colégio Naval-2000) Considere um sistema 
de numeração, que usa os algarismos "^. 
arábicos e o valor posicional do algarismo ara 
numeral, mas numera as ordens da esquerda P 
a direita , Por exemplo: no número 3452 te^" 


1" Ordem : 3 
2“ Ordem : 4 
3" Ordem : 5 


FOrdem : 2 . | 
pk disso. cada 7 unidades de uma ordem forma 


1 unidade da ordem registrada imediatamente á 


dircita. . 
Com base nesse sistema, coloque (E) quando a 
operação for efetuada erradamente e (C) quando 
efetuada corretamente. Lendo o resultado final da 
esquerda para à direita, encontramos 

245 620 0 
461 +555 24 

zij 156 МЗ 

(S t R 


(B) (E) (С) (С) 


(А) (E) (E) (E) 
(D) (C) (C) (E) 


(С) (0) (E) (С) 
(Е) (© (С) (С) 


35) (Colégio Naval-2003) Se a, b e c são 
algarismos distintos, no sistema de numeragáo 
decimal existe um único número de dois 
algarismos (ab) tal que (ab) ee (бау: - (сс). о 
valor de (a * b + с) é igual a: 
а)11 bI2 c)13 4)14 е) 15 
36) (IME-86) No produto abaixo, o “*” substitui 
algarismos diferentes de “3” е não 
necessariamente iguais. Determine о 
multiplicando e о multiplicador. 

ж ж 3 ж 
3 


ж 


Questóes de Olimpíadas — Nivel Intermediário 


37) (Brasília-86) Determine um número de 4 
dígitos, sabendo que seus dois primeiros dígitos 
sáo iguais, que seus dois últimos dígitos também 
sáo iguais e que o número é um quadrado perfeito. 


38) (Minas Gerais-86) Suponhamos que vocé 
pedisse а alguém escrever dois números 
quaisquer, um embaixo do outro e, em seguida, 
escrever abaixo a soma destes dois números, e 
Continuar assim escrevendo a soma dos dois 
números imediatamente superiores, até completar 
10 linhas. Você poderia então “adivinhar” a soma 
dos dez números, olhando rapidamente a coluna е 
multiplicando o sétimo número por 11. Explique 
Por que isso sempre acontece. 
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39) (Goiás-97) Determine a soma dos algarismos 
do número (999.....995)?. onde o número 
099 cs 995 tem 99 dígitos iguais a 9. 
A SOIN Grande-99) Na subtragáo a seguir 
. Be С são algarismos. is sá ialores de 
EN. g s. Quais são os valores de 
8431 
-C404 


BIC6 


41) (Campina Grande-2000) Encontre um número 
de 3 dígitos tal que a soma dele com o produto de 
seus dígitos dê 586. 


42) (Campina  Grande-2003) Ма equação 
(XY).(ZY) = ТТТ, XY representa um número de 
algarismos distintos, o mesmo acontecendo com 
ZY, enquanto que TTT representa um número de 
3 algarismos iguais. A soma X + Y * Z* T ё 
igual a: 

а)21 b)20 c)22 4)19 e)23 


43) (Rio Grande do Norte-95) A soma dos 
algarismos de um nümero natural N, de trés 
dígitos, é 21. Formamos um novo nümero 
mudando a posição do algarismo das unidades 
com o das dezenas. O novo nümero é 45 unidades 
maior que N. 

Entáo, o produto dos algarismos de N 6: 


44) (Rio Grande do Sul-2001) Um nümero inteiro 
positivo é dito tetra-legal se a soma dos seus 
algarismos for múltipla de quatro (4) А 
quantidade de nümeros tetra-legais maiores que 
zero (0) e menores que cem (100) é igual a: 

a)24 b)21 c)20 4)22 е) 25 


45) (Rio Grande do Norte-2001) Existem quantos 
inteiros positivos de dois algarismos tais que a 
diferenga entre o inteiro e o produto de seus 
algarismos seja 12? 


46) (Rio Grande do Sul-2002) Determine todos os 
nümeros naturais que possuem trés algarismos 
não nulos e distintos e que são iguais a soma de 
todos os nümeros dc dois dígitos que podem ser 
formados a partir de seus algarismos resulta no 
próprio nümero. 


47) (Sáo Paulo-97) Prove que se 0 quadrado de 
um nümero de dois algarismos, escrito na base 10, 


De 


é subtraído do quad rado do número formado pelos 
algarismos em ordem inversa, então о 


mesmos „ord 
úmero divisivel por 11. 


resultado é um n 


48) (Brasil Preparação Cone Sul-99) Prove que o 
número 111...11222...225 é um quadrado perfeito. 
1997 1998 . 


49) (Brasil Preparação Cone Sul-95) Ache todos 
os naturais p para os quais p + S(p) + S(S(p)) = 
1995, onde S(p) é a soma dos dígitos de p, na base 


10. 


50) (OBM-98) Quantos nümeros de 3 algarismos 
existem cuja soma dos algarismos é 25 ? : 
А)2 B)4 C)6 D)8 Е)10 


51) (OBM-2001) O nümero N de trés algarismos 
multiplicado por 7 deu como resultado um 
nümero que termina em 171. A soma dos 
algarismos de N é: 


А)10 В) O12 E) 14 


D) 13 
52) (Uruguai-2000) Se subtrairmos de um nümero 
positivo N de dois dígitos o nümero que se obtém 
ao inverter seus dígitos, obtemos um cubo 
perfeito. Achar os possíveis valores de N. 


53) (Uruguai-2002) Sejam x, y е 2 trés dígitos 
diferentes, nenhum igual a zero. Deduzir valores 
de (ху?) sabendo que (xx)io + (yy)10 + (zz)io = 
(Xy2)io: 


54) (Argentina) М = 9 + 99 + 999 +... + 
9999....:.....9 onde cada somando tem um dígito 9 
mais que o anterior e o último somando é o 
número formado por 1998 dígitos iguais a 9. 
Quantas vezes aparecerá o dígito 1 no número N? 


55) (Argentina) Se for escrito o número 1997 e na 
continuacáo o ano em que nasceu Fernando, 
obtém-se um número de oito cifras que é um 
quadrado perfeito. Determine este número. 


56) (Argentina-2000) Em um quadro negro está 
escrito um número de trés dígitos, todos distintos. 
Ana troca de lugar o primeiro dígito com o 
último. A soma do número escrito no quadro 
negro mais o número de Ana é igual a 92 vezes a 
soma dos dígitos do número escrito no quadro 
negro. Determinar todos os possíveis valores do 
número escrito no quadro negro. 


Capítulo 3. ReDresenga, dp p, 
есд 


57) (Sonorense-97) Encontre Я 


* $i od 4 x 
= abc de três dígitos tais OS 05 y 


ú 
que ao su n N 


obtém-se o nümero cab. amos y 

58) (Manhattan-97) É possivel às 

nümero inteiro cujo produto dos Ша 

а 66? S Seja ipu 

59) (New Brunswick-98) Sejam A = баз 

205 dois números de 3 dígitos. Se 9 divide eB= 
então um valor correto de a + b é: A+B, 

а) 2 b)9 c)12 018 Өш : 


60) (Noruega-95) Quantos números naturais são 
iguais a três vezes a soma dos seus algarismos? 


61) (Bélgica-90) O dígito das unidades de um 
número natural é 7. Quando este dígito é 
removido para a frente do número, um novo 
número 5n é formado. Quantos dígitos, pelo 
menos, possui este número n? 

а)4 b)5 c)6 d)7 e)10 


62) (Bélgica-98) Quantos números naturais 
consistindo de dois dígitos são iguais a soma dos 
seus dígitos mais o produto de seus dígitos? 

а)5 b)6 c)7 d)8 99 


63) (Hong Kong-91) Seja N = 99...99, onde o 
dígito 9 ocorre 1990 vezes. Calcule a soma dos 


dígitos do número №. 


dos os números 


64) (Moldávia-99) Determine to i 
a dos dígitos de 


de quatro dígitos n tais que a som 
n é igual a 2027 – n. 

65) (Maio-96) Considerando os nümeros s 
de trés dígitos, em quantos deles ao somar n 
dos dígitos se obtém o dobro do terceiro: 
Justifique a sua resposta. 


66) (Maio-98) Inês escolheu qua 
distintos do conjunto (1, 2, 3, 4, 5, 0, 
Formou com eles todos 05 ро É 
quatro cifras distintas e somou 12 193514 
números de quatro cifras. о resulta o et 
Encontre os quatro dígitos que Inés p 


67) (Cone Sul-97) A cada núm Т. 
n, n < 99, subtrai-se a soma dos quad: 


wenva rd QUAIS valores 


de n, 
maior possivel?, 


Questões de Olimpíadas — Nível A Vançado 
68) (OBM-93 Jr) Sendo 4 
representacáo decimal de um 
com k + ] algarismos, 
“superquadrado” se, e somente 


se, 
do. 
dido. 
434 |44, 
ак -1...dido е 


did; - 1..dido = п 
inteiros positivos. 
Exemplos: 

64 é superquadrado, pois 4 = 2? е 64 = 82 

4225 não é superquadrado, pois, apesar de 25 = 
52, 225 = 152, е 4225 = 652, 5 não ёо quadrado de 
um Inteiro. 

a) Determine todos os Superquadrados menores do 
que 1000. 

b) Determine 
superquadrados. 


Sào quadrados de nümeros 


todos os números que são 


69) (OBM-2001) Dizemos que um conjunto A 
formado por 4 algarismos distintos e não nulos é 
intercambiável se podemos formar dois pares de 
números, cada um com 2 algarismos de A, de 
modo que o produto dos números de cada par seja 
o mesmo e que, em cada par, todos os dígitos de 
A sejam utilizados. Por exemplo, o conjunto (1; 
2: 3; 6) é intercambiável pois 21.36 = 12 - 63. 
Determine todos os conjuntos intercambiáveis. 


70) (OBM-2003) Dizemos que um número aep. 
quatro algarismos é biquadrado quando é ша : 
soma dos quadrados de dois numeros: a 
formado pelos dois primeiros algarismos de дн 
ordem em que арагесеп em Ме o agus: eue 
dois ültimos algarismos de М, também па 

e e aparecem em N. н m 
Forces 1233 é biquadrado pois Pad 12 
+ 332 Encontre um outro número biquadrado. 


1 In 
71) (Argentina) Determinar um ied e ai 
tal que seu quadrado tenha 202 aos 
primeiros 100 (desde a esquerda) todos - pte 
os seguintes 100 todos iguais а 2 € 


esta diferença é a 


kdk - tedido a 
ІП Número natural n 
diremos que n é um 


175 


E dd 


EE Capitu 

últ desc n В 
"iar desconhecidos” 
n 7111.,11255 22 | 

* 100 E» 


ou 
” 


100 
72) (Argentina-96 
‚ € sem repetir 
dígitos cada um. 
dígitos formados, 
Podem ser obtidos r 


) Usando o 
» formam 
Soma-se 
Quantos 
mediante 


5 dígitos 1, 2.3.4.5 
-5е 3 Números de 2 
os 3 nümeros de 2 
resultados diferentes 
este Procedimento? 


todos os números 
“tais que "ab" = 
d. Observação: "ab" é um 
05, 0 primeiro é a co 


a e b-c- 
numero de dois digit 
Segundo b, 


74) (Argentina- 


2001) Com trés digitos distintos 
formam-se os 


orn Seis números de três dígitos 
distintos. A soma destes seis números és 4218. A 
Soma dos trés nümeros maiores menos a soma dos 
trés menores é igual a 792. Achar os trés dígitos, 


75) (Argentina-2003) O nümero de dois dígitos x7 
multiplicado pelo nümero de dois dígitos y9 е 
igual ao nümero de quatro dígitos 2233. Dar os 
possíveis valores dos dígitos x, y, 2. 


76) (Manhattam-97) Prove que o produto dos 
dígitos de inteiro positivo é sempre menor ou 
igual que o respectivo nümero. 


77) (Portugal-2000) Encontre os algarismos A, B, 
C, D que tornam a operagáo seguinte correta: 
ABCD 
x 9.. 


DCBA 


78) (Espanha-99) Quais dígitos estáo omitidos na 
seguinte multiplicação? 
i 2 


ж ж 
% ж 
ОЕ do 
y * 4 
ж е 7-45 


“ai m número de 17 
RR s dígitos de u 
Rússia-70) O “dem inversa. Prove 
79) ( 5 são rearranjados na ordem invers Ае 
dígito menos um dígito no inteiro que é 
que ao 


do novo nümero com 0 inicial é par. 
o 


05012035 Decimal 


Seja, 


Capítulo 3 веру (2777 


20) (Estônia- nteiro positivo М, dc 
ie lgi rismos. O algarismo das centenas € menor 
Fo al rarismo das dezenas € O algarismo das 
ato қ ; ОЛОР que о alparismo das unidades 
min ^ média aritmética de M com {0465 | 

"meros de três algarismos obtidos pela 
Ordeño dos algarismos de M termina em 2. 


Determine tais nümeros M. 


2000) Em um i 


etermine um nümero de 3 
5 vezes menor que а soma 
nümeros que podem ser 


81) (Macedónia-97) D 
dígitos distintos que € 
de todos 05 outros | 
formados com os mesmo dígitos. 


82) (Maio-95) Considera-se inicialmente um 
nümero de trés algarismos distintos, nenhum dos 
quais igual a zero. Trocando de lugar dois de seus 
algarismos, encontra-se um segundo número 


menor do que o primeiro. Sea diferenga entre O 
primeiro e O segundo números é um número de 
dois algarismos e a soma do primeiro e do 
segundo é um número palíndromo menor que 500, 
quais sáo os palíndromos que podem ser obtidos? 
Observação: Um número palindromo 6 um 
número que pode ser lido indiferentemente da 
frente para trás ou de trás para frente, como por 


exemplo 191. 


83) (Maio-99) Um número natural de trés 
algarismos é chamado de tricübico se é igual a 
soma dos cubos dos seus dígitos. Encontre todos 
os pares de nümeros consecutivos tais que ambos 
sejam tricübicos. 


84) (Тотеіо das Cidades-94) Uma estudante 
esqueceu de escrever um sinal de multiplicação 
entre dois números naturais de 3 algarismos e 
escreveu esses dois números juntos, como se fosse 
um número de 6 algarismos. Esse número de 6 
algarismos é 3 vezes maior do que o produto 
obtido, pela multiplicação dos dois números 
originais. Ache esses números. 


85) (Cone Sul-95) Achar um número de trés 
dígitos, sabendo que a soma de seus dígitos é 9, o 
produto das mesmas é 24 e também o nümero lido 


da direita para a esquerda 6 ú 
dena querda é 27/38 do nümero 


86) i Sul-97) Seja n um número natural, n > 

қ А 
едир. que entré os mültiplos de 9 
5 que 10" há mais nümeros сот a soma de 
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seus dígitos igual a 9(n — 5, | Mação р, 


pe 2) E 
soma de seus digitos igual a eu. pes 


87) (Cone Sul-92) Achar 
positivo n de maneira tal que se a intei 
à sua екъ, STO 
colocado um 2 pela esquerda e ШО: EXPressão é 
o número resultante seja igual a 33n Pela dir, 


um Número ; 


tia, 


88) (Irlanda-96) Para cada inteiro 
S(n) a soma dos dígitos de n (quando n é ) 
em base 10). Prove que para todo Biene T 
n S(2n) < 25(п) < 10S(2n). Prove ШЫЛ ivo 
existe um inteiro positivo n com Sin y 
19965(3п). "s 


Positivo n, seja 


89) (Hungria-1934) Seja n um inteiro positivo 
1.3.5...(2n - 1) 
2.4.6...2n 

um dos termos da seqüéncia A, 2A, 44, 8A, 
XA, ... é um inteiro. 7 


dadoe А- ‚ Prove que ao menos 


90) (IMO-62) Encontre o menor nümero natural 
com 6 como o último dígito, tal que se o digito 
final 6 é movido para o inicio do nümero, ele é 
multiplicado por 4. 


91) (Iberoamericana-91) Encontrar um nümero N 
de cinco dígitos diferentes e nào nulos, que seja 
igual a soma de todos os números de trés dígitos 
distintos que se podem formar com cinco digitos 
de N. 


92) (Iberoamericana-92) Рага cada inteiro 
positivo n, seja a, o ültimo dígito do nümero 1% 
2+3+...+ п. Calcular a, + а; + аз +... + а. 


93) (Rüssia-99) Os algarismos de um inteiro 
positivo A em sua representação no sistema de 
numeração decimal crescem da esquerda para a 
direita. Determine a soma dos algarismos do 
número 9A. 


94) (Torneio das Cidades-2001) Pode a soma do 
número de dígitos de n com o número de dígitos 
de n? valer 2001? 


95) (Inglaterra-97) N é um número inteiro de 4 
dígitos, não terminando em zero, e R(N) 6 ? 
número inteiro de 4 dígitos obtido pela reversão 
dos digitos de N; por exemplo R(3275) = 5723. 
Determine todos os inteiros N para os quais RN 
=4N +3, 


a Capítulo 4. Critérios de Divisibilidade 
CRITERIOS DE DIVISIBILIDADE 


Abaixo estão listados e demonstrados os critérios de 

d — compreendem apenas os casos das divisibilidades por 

e de primos (4. 9. 16. ...). No caso da análise d 

E ndum que nào seja uma poténcia de um prir 

е бс de termos com mdc igual a | с aplic 

ie para a análise da divisibilidade de um ir 
divisibilidade por 2 e 9. 


divisibilidade mais importantes, Estes 
nümeros primos (2,-$у-5 1T; 2.) OU 
а divisibilidade de determinado inteiro por um 
mo, deve-se fatorar este número composto como 
ar os critérios por cada um destes termos. Por 
Мсіго рог 18, deve-se aplicar os critérios de 


Divisibilidade por 2: um número inteiro é divisível por 2 se seu último al 
Demonstração: Es i 

N = (ndn - 1.228180) = (алап -1...а2а10) + ар = 10(anän- 1.2241) +a | ' 

Como 10(anan- 1...32a1) ё par, N é par se e somente se ag (que é o algarismo das unidades de N) é par. 
„© en ыш: 


garismo for divisível por 2. 


Divisibilidade por 3: um número inteiro é divisível por 3 se а soma dos seus algarismos for divisível 
por 3. : 

ы. = 1^2, 10% 1а, 1+... +108; a 

N-(9,3502, 009,5 Dhu +. +0+))a, rag 


М = 99...9а„ +99..927.1 tota a, tap +. «ta; жар 
аат 2 


n nd 


Saj | 3 қ rimeito termo é múltiplo de 3, 
N =3(33..3a, +33..32,+..+32,]+2, жа, +... +а *ayComo o p | 
d é dígitos de n 
para шем seja múltiplo de 3 devemos ter que an ау +... taj t ay (que é a soma dos dígi ) 
seja múltiplo de 3. 


| 1 л s dois ültimos 
Divisibilidade por 4: um número inteiro é divisível por 4 se o número formado por seus dois 
algarismos for divisível por 4. > 
Demonstração: 
N = (is -1..232120) = (ain - 1.2200) + (атар) = 100(anán - 1-82) + б te se (атаа) (que é o número 
Como 100(a an- 1...82) é divisível por 4, М é divisível por 4 se e somente 

etie iviefwi 

formado pelos dois últimos algarismos de М) é divisível por 4... 


à ólti ismo for igual a 0 ou 5. 
Divisibilidade por 5: um número inteiro é divisível por 5 se o seu último algarismo for ig 
Demonstração: 
| N= (s - 1.42810) = (алаа - 1.22210) + ар. a 
№ Vans 1.281) + à | Не ре é o algarismo das 
Сото a E é divisivel por 5, N é divisível por 5 se e somente se ag (qu g 


unidades de N) é divisível por 5, ou seja, se é igual a 0. ou 5: 


: : an E divisivel por do o inteiro 
Divisibilidade por 7: um número inteiro N = asan- 1...202120 É pea ue тауп o 
% + Зар + 2а + баз + 4а + 5а; + а63-3а) + 2ag + бао +... for divisi x 
Demonstração: 6 510% + 1a + > 
N= li. add) = в + 10а + 10%, + 1045104; + 10°а + 10 dyes + as * (999999 + Das + 
N = as (7+ 3j, + (98 + 2) + (994 + 6)as + (9996 + 4а + ( қ 
N- qu. ar * (99999998 + 2) + (999999994 + Gas + -~ = lay + 14285714ag + 14285714209 + 
N= Tlen + 14a + 142а; + 1428а + 14285а; + 142857a6 + 14285712) | 
lta +3a + 2а,+ баз + da, + 5а; + а + 3a7 + 2а8 + баз Ro lo de 7 devemos ter que a expressão 

ото o Primeiro termo é mültiplo de 7, para que N seja múltipl " lo de 7. 

A322) баз + 4ay + Sas + ag + Зат + 2ag + Gao +... seja титр 
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is ПІ, 


Divisibilidade por 8: um número inteiro é divisível por 8 se o número formado por s - 

algarísmos for di eus três última, 

Demonstração: 

М = (аһа - 1.432210) = (апап - 1.83000) + (азаџао) = 1000(anan - 1...23) + (aza180) 

Como 1000(а„ал - 1-::23) é divisível por 8, N é divisível por 8 se e somente se (222120) (que é o nú 
mero 


formado pelos trés ültimos algarismos de N) é divisivel por 8. 


visível por 8. 


um número inteiro é divisível por 9 se a soma dos seus algarismos for divisi 
қ "isivel 


Divisibilidade por 9: 

por 9. 

Demonstragáo: 

N= (Anán - 1.428180) 

N «(99.9 Da, 39,0% вал +. +(9+Da¡ +20 
n n- 


=10"a + 10"7lap-1 +... 102; + do 


М№ = 99...9а, --99...98,., +..+99, жа, Жа, teta +аф 


n nel. 


N=9[11...1a, +11..-12, 
n 


ntota]ta, tan tu +ay tão. 


n-i 


múltiplo de 9, para qüe N seja múltiplo de 9 devemos ter que a expressão 
é a soma dos dígitos de n) seja múltiplo de 9. 


Como o primeiro termo é 
an +ап-1 +... +81 + ао (que 


Divisibilidade por 10: um número inteiro é divisível por 10 se seu último algarismo for igual a 0. 
Demonstração: 

N = (anan - 1...228180) = 
Сото 10(а„а„ - 1...2221) é divisível por 1 
unidades de М) é divisível por 10, ou seja, se é igual a 0. 


(алал - 1... 22210) + ао = 10(a525—1...3281) + ао ` 
0, N é divisível por 10 se e somente se ao (que é o algarismo das 


Divisibilidade por 11: um número inteiro N = aya, - 1...2221%0 € divisível por 11 quando o inteiro 
ау — а + az — аз + ag — а; +... + (— 1)"а„ Жоғ divisível por 11. ‹ 
Demonstração: i à à 

М = (anan-1...224129) = do + 102; + 10%, + 10725 + 10%a, + 10а; +. 0: + 10"ap 
‘N = ap + (11 — 1)а + (99 + 1)az + (1001 — 1)a3 + (9999 + 1)as + (100001 — 1)as +... + (100...00 + Dan 
N = 11[a1 + 9a, + 91аз + 999a, + 909las +... + ] + ag> aj taz = az tasas +... te 1)°а„ 

Como o primeiro termo é mültiplo de 11, para que N seja múltiplo de 11 devemos ter que a expressão 
a-a+a-ata—as+..+(-1)'a, seja múltiplo de 11. $ 


Ê ? Pa E E E 
за 4% sy. т т % "pr beh ч t 4 2 LN a 
pipi ep por 2 “оп 5". m > 1: um número inteiro de n algarismos é divisível por 2" ou 5", 
n > m > 1, ѕе o número formado por seus últimos m algarismos for divisível por 2" ou 5", 


respectivamente. 

Demonstracáo: PERS £ 

E (Ando 1--:23322180) = (ала, _1::а,: 00.0) + (Bm 1 алад) = I0" (anda: 1.85 m) + (801-2180) 

» -2 БЕСІН 80-м) 5 (ааттаа). M à 

со 2 ы = 1-5 - m) ё divisível por 2" ou 5", N é divisível por 2” ou 5" ве e somente Se 
-m= 1.8120) (que é o número formado pelos últi i : tar ue mi m 

respectivamente. j nds los diris A algarismos de М) é divisível por2 00 5; 
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Capítulo 4. Critórios de Divisibilidade 


Exemplos: 
D (UFRJ-98) Determine um número inteiro cujo produto por 9 seja um número natural composto apenas 
pelo algarismo 1. 


Solução: | 
Como um nu 


divisivel por 


mero divisível por 9 possui a soma dos algarismos divisível por 9, então o menor número 
9 formado apenas рог l'sé 111111111. Logo: 9.х = 11111111 = х = 12345679. 


3) (Olimpíada do Pará-2001) Determinar todos os números de quatro dígitos n = 1a7h que são múltiplos 
de 15. (a е b são dígitos nào necessariamente distintos) 

Solucáo: . 1 

Desde que 15 = 3.5, temos aplicar os critérios de divisibilidade por 3 e 5. Para que n = 1a7b seja 
divisível por 5, b deve ser igual a 0 ou 5: ` 
)5-0 > п=1а70 

Para que n seja divisível por 3 temos que a soma dos dígitos de n deve ser divisível por 3: 

q +a+7+0=8+a=3k 

sek<2 > 8%а<6 > а<-2, que não é dígito 

se k=3 > 8+a=9 > a=1 = n=1170 

se k=4 > 8ta=12 > а-4 > п = 1470 

sek=5 > 8+a=15 > a=7 = n=1770 

sk26 > 8%а>218 > а>10, que náo é dígito 

i)b-5 > n= 1а75 

Para que n seja divisível por 3 temos que a soma dos dígitos de n deve ser divisível por 3: 
1+а+7+5=13+а=3К 

sek<4 > 13+а<12 = а<-1, que não é dígito 

sek=5 > 13+а=15 > а-2 > n=1275 

s k-6 > l3+a=18 > a=5 > n=1575 

sk=7 > 1)+a=21 > а=8 > n=1875 

sek>8 > 13+a>24 > а> 11, que não é dígito 

Portanto, todos os números são 1170, 1470, 1770, 1275, 1575, 1875. 


3) (PUC/PR-2001) O número de três algarismos abc, menor que 500, tal que a, b e c formam uma 
progressão aritmética e que é divisível por 45, está contido no intervalo: 

а) [0,100) Ъ) [100, 200) с) [200, 300) d) [300, 400) e) [400, 500) 

Solução: | | 
Sea, b ec formam uma PA então a = b - rec = b + r. Para que (abc)io seja múltiplo de 9: E | 
ia*btc-9 > b-r+b+b+r=9 > b=3. 3 

Se с = 5 temos а = 1. Sec = 0 temos a = 6. 

ida+b+c=18 > b-r+b+b+r=18 > b=6. 

Se c = 5 temos a = 7. Sec = 0 temos a = 12 (não convém). 

Os números que satisfazem o enunciado são 135, 630 e 765. Destes, somente 135 é menor que 500. 


4) O número de 8 algarismos, 1х9у9255 é divisível por 33. Se x < y < z, quantos há de tais números? 
a)Nenhum 6) 05 с)10 4)45 е)30 : 
Solução: 
AS é divisível por 33, devemos aplicar a este número os critérios de divisibilidade por 3 e 11. 
ak E aplicando o critério de divisibilidade por 3: 
нету Ө+ уда к5+ = 20+ жунш o tyrai (9) 
Hh = a agora o critério de divisibilidade por 11: 
vend к, tzty+x)-(5+9+9+ 1) =5 +х+у+2- 24= ПІК > 

Y+2= ka +1)+8=11k+8 — (**) 4 
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Capítulo 4 Crit 
2<7+8+9=24. “OS do Diii 
s a 24 que deixam resto 8 na divisão por 11 (**) sã n | 
o Ber | 


Jugóes naturais da equação х+у+2= 19 coma restrição x «y Е 2519. 


4+7+8=5+6+8. 


e z<9 então x+y+ 


ais menores ou iguai 
te 19 é da forma 3k + 1 (*). ou seja. necessariamente devemos ter x + y 


Como z> y? X 

Os números natur: 

Destes dois somen 

Analisemos todas as 50 

О ау ) y o 
to, temos exatamente 5 soluções naturais possíveis, pro luzindo os seguintes nú 

ег рог 33: 12989955, 13979955, 14969955, 14979855, 15969855. numeros que são 


Deste modo, existem 5 números. 
5) Determine todos os inteiros positivos N de trés digitos tais que М e a soma dos seus dígitos sg; 

UM B 
divisível por 11. j 


| 

| 
| 
| 

Solucáo: 

Seja N 7 [abc]. Como N é divisível por 11 então a-b*czll.ki (9 

Pelo enunciado а soma dos algarismos também deve ser divisível por 11: а+Ь+с= 11.5 (** 

Subtraindo (**) de (*®): 2b= (к-К) => 116 = 

b = 0 uma vez que 0<6<9. 

(ж) + 098): 2(а+с)= 11 +k)  !! |atc = 

(a. c) = (0,9), (3, 8); (4, 7). (5, 6), (6, 5), (7, 4), (8, 3), (9,2) > 

N = {209, 308, 407, 506, 605, 704. 803, 902) 


6) (Olimpiada da Rússia-80) Todos os números de dois dígitos de 19 à 80 sáo escritos em linha reta sem 


espaços. É obtido o número 192021....7980. Este número é divisível por 1980? 


Solução: ой 

Fatorando 1980 temos: 1980 = 27.37.5.11 

1) Como x= 192021...7980 termina em 80 e 80 é divisível por 4, então x é divisível por 4. 

lb! +9+2+042+1+2+2+..+7+9+8+0= 
=1+100+3+4+5+6+7)+8+9+06(1 +2+3+4+5+6+7+8+9)= 
214270 17+ 270 = 558 
Como 5+5 +8 = 18 = 9.2 então x é divisível por 9 

Ш) Como x termina em 0, entáo x é divisível por 5. 

IV) Notamos que os dígitos de ordem impar sáo os dígitos das unidades de cada par, entáo: 
a=9+6(1+2+3 +4+5+6+7+8+9)=279 
Notamos que os dígitos de ordem par sáo os dígitos das dezenas de cada par, entáo: 
b=1+ 100+3+4+5+6+7)+8=279 
Como а- = 0, então x também é divisível por 11. 

Desta forma 192021...7980 é divisível por.1980. 


7) Os inteiros de dois dígitos de 19 a 92 sáo escritos consecutivamente para formar o inteiro 

N = 19202122...909192. Se 3' é a maior potência de 3 que é fator de М, então k^ 

а0 ЫІ o2 d3 e) mais de 3 

Solução: 

Calculemos a soma dos dígitos de N: 

SN) =1+9+100+3+4+5+6+7+8)+3.9+ 71+ +1+2 2 
S(N) = 705. E Е ыы ыы 

Сото 3 | SN é divisivi ão divi i 

no s E N é divisível por 3. Como 9 nào divide S(N) então 9 não divide N. 
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КЕРН дыр Exercícios 


анаа E IR T em 


Capítulo 4. Critérios de Divisibilidade 


В Determinar 08 algarismos x е y de modo que 


inteiro: 
os seja divisível por 5 e por 11. 
b) 5хбу seja divisível por 3 e por 4. 
с) 56x2ly seja divisivel por 9 e por 10. 
d) 34xx58y seja divisível por 9 e рог 11. 
e) 231ху seja divisível por 5 e por 9. 
f) 514xy seja divisível por 8 e por 9. 


2) Determinar os algarismos x e y de modo que 
o inteiro: 

a) x0y seja divisível por 12. 

b) 5х2у seja divisível por 15. 

c) 28x75y seja divisível por 33. 

d) 1234xy seja divisível por 72. 

e) 3262xy seja divisível por 36. 

f) 7x36y5 seja divisível por 1375. 


3) Determine todos os valores possíveis para n = 
123b sabendo que n é divisível por 12. 


4) Demonstrar que um inteiro é divisível por 4 se 
e somente se a soma do algarismo das unidades 
com o dobro do algarismo das dezenas é divisível 


por 4. 


5) Demonstrar que um inteiro é divisível por 8 se 
e somente se a soma do algarismo das unidades, 
mais o dobro do algarismo das dezenas, mais о 
quádruplo do algarismo das centenas é divisível 


por 8. 


6) Demonstrar que um inteiro é divisível por 6 se 
€ somente se a soma do algarismo das unidades 
com o quádruplo da soma de todos os outros 
algarismos é divisível por 6. 


7) O inteiro ху2432 6 divisível por 396. 


Determinar os algarismos X, y € Z. 


8) Determinar x, y, 2 no número 33ху492 para 
фе seja mültiplo de 693. 


É Sejam A e B dois números distintos de sete 
ық cada um deles contendo todos os dígitos 
€ | até 7, Prove que A nào é divisível por B. 


10) (ESA-94) Se o nümero 7x4 é divisível por 18 
de 9 algarismo x: 
Mão existe b)vale4 с) vale 7 


Ta vale 9 
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e) vale 0 


11) (EPCAr-2001) Seja o número т = 488495 
onde b" é o algarismo das unidades e “ O 
algarismo das centenas. Sabendo-se 
divisível por 45, então a + b é igual a ыы 
a)l b7 с) 9 d)16 


12) (EPCAr-2003) Seja um número m = 488а9Ь 
onde "b" é o algarismo das unidades e "a", o 
algarismo das centenas. Sabe-se que m é divisível 
por 55, então o menor valor de a + b é igual à 


а)2 b)7 с)10 d)13 


ү 


13) (Colégio Naval-87) O número 583ab é 
divisível por 9. O valor máximo da soma dos 
algarismos a e b, é: 
а) indeterminado 
b) 20 


c) 18 
d)11 


е) 2 


14) (Colégio Naval-2001) Seja N = xyzzyx um 
número natural escrito na base dez, onde x, уе 2 
são algarismos distintos. Se Мі e № são os dois 
maiores números divisiveis por 3 e 25, obtidos a 
partir de М pela substituição de x, y e Z, então № 
+ № é igual a: 

А) 1008800 В) 1108800 C)! 106650 

р) 1157000 Е) 1209800 


15) (Colégio Naval-2003) Justapondo-se 05 
nümeros naturais conforme а representacáo 
abaixo, onde o sinal * indica o ültimo algarismo, 
forma-se um número de 1002 algarismos. 
12345678910 


1112131415161718192021.......... 


O resto da divisão do número formado por 16 é 


igual a. 
a)2 
b)4 


c) 6 e) 10 


d) 8 

Questões de Olimpiadas — Nivel Intermediário 
16) (Rio Grande do Norte-97) O número 
não é divisível por 11, mas um número formado 
por uma permutação de seus algarismos pode ser 
divisível por 11. Por exemplo, 1243 é divisível 
por 11. Qual é número total de permutações do 
número 1234 que é divisível por 11?: 


at 5)! c)15 48 e) 10 
Ceará-99) Azambuja escreveu 
K 1 Y 3 по quadro de sua sala de aula. 


eles dispunham dos 
8 e 5 para colocar dois deles em 
apagar 05 espagos nào 
m nümero de 5615 


= que 
Disse para seus colegas q 
algarismos 


rentes. { 
onde colocá- ү 
í ja divisi or 6? 
naior nümero possível que seja divisível p 

mr 

minar todos OS números de 

o múltiplos de 15. 

distintos) 


18) (Pará-2001) Deterr X 
quatro dígitos n ^ la7b que sá 
(a e b sáo dígitos náo necessariamente 
19) (OBM-98) O número 123426 é divisível por 
7. O algarismo 4 vale: 


А)0 B)2 C)5 D)6 E)8 


ue em cada quadradinho, no 
garismos 1,2, 3, 4 ou 5, de 
арагеса pelo menos uma 
do seja o maior possível 


20) (OBM-98) Coloq 
desenho a seguir, 05 al 
forma que cada um deles 
vez e que o número forma: 
e mültiplo de 9. 


No número que você construiu, O algarismo mais 
repetido apareceu: 

a) 6 vezes Б) 5 vezes 
d) 3 vezes е) 2 vezes 


с) 4 vezes 


21) (OBM-98 Nivel 1) Encontre uma maneira de 
se escrever os algarismos de 1 a 9 em seqüéncia, 
de forma que os nümeros determinados por 
quaisquer dois algarismos consecutivos sejam 
divisíveis ou por 7 ou por 13. 


22) (OBM-2002) М = 05399840 é um número 
inteiro positivo com oito algarismos, sendo о 
Primeiro e o último desconhecidos. Sabendo que 


Né um múltiplo de 198, enconti i 
unidades de N / 198. чиа 


dígitos distintos, 2еа forma- B 
: > a-se O seguinte 
número de 90 cifras: 242242 а2222а... 
9 as: 2422 2224022 22. 
Se este t 


número de 90 cifras é múlt; 
determin ifras é mültiplo de 9, 


ar t { ivei 
odos os valores possiveis do dígito а 


24) (Argentina-98 

-98) Determinar ipi 

| OS dígitos 

ME E E de 7 cifras балы $ Ў ү 
€ 9e de 11. Dar todas аз possibilidades. 


25) (Ahsme-92) Os inteiros de dois digitos de Tá 
a 92 são escritos consecutivamente para fo e i9 
inteiro N ^ 19202122...909192. 

Se 3* é a maior potência de 3 que é fator de A 
então k = N, 
ao b)! 


Capítulo 4. Critérios de Bivisibih, 


tmar q 


c)2 d)3 e)maisde3 
26) (Aime-84) Determine o menor inteiro Positivo 
n tal que todo dígito de 15n é 0 ou 8. 


27) (México) Quantos números múltiplos de 6 
menores que 1000 tem a propriedade de que a 
soma de suas cifras é 21? 

(6 (b)9 (с) 12 (4) 15 (918 


28) (México) Ao dividir qualquer poténcia de 10 
por 45, o resto é sempre 10. Com base nisto, 
descreva um critério (distinto da divisibilidade 
simultánea por 9 e por 5) para que um número 
anân - 13n-2:--do Seja divisível por 45. 


29) (Furman University-99) Um nümero é 
chamado palíndromo se lido da esquerda para a 
direita é igual ao nümero lido da direita para a 
esquerda. Qual é o maior inteiro k que é verdade 
afirmar que todos os números palíndromos de 4 
dígitos são divisíveis por К? 
a)8 b)9 c)IO dll e) nda 

30) (University of South Carolina-87) Em base 
10, o valor do dígito d para o qual o nümero 
44564 seja divisível por 18 6: 

а)0 b)2 c4 46 68 


31) (Canadá-80) Se a679b é um número de 5 
digitos (em base 10) que é divisível por 72, 
determine a e b. 


32) (Suécia-93) O inteiro x é tal que a soma dos 
dígitos de 3x é igual a soma dos dígitos de x. 
Prove que x é divisível por 9. 


33) (Bélgica-99) Se os números de 1 a 6 sio 
escritos em uma ordem qualquer, um número 
consistindo de 6 dígitos é obtido. Qual ? 
probabilidade que este número seja divisivel po 
6? 
a) 1/6 b)1/3 c)12 423 е) 5/6 

34) (Hong Kong-90) O número de 6 disi” 


419895 é divisível por 72. Determine а e P- 


mes 


ooo n mmm 


38) (Hong Kong-98) Um inteiro positivo y ET Qual od. Crltérlas de Divisibilidade 


composto somente dos dígitos Oe 1, e é divisível 
por 2475. Determine o menor número possivel de 
dígitos de М. 


36) (Leningrado-90) Existe um número de 6 
dígitos divisivel por 11, cujos dígitos sáo 1, 2, 3 
4, 5,6 escritos em alguma ordem sem герегісб eu 


37) (Moldávia-98) Sejam А = (аа› аа е 
B = (ara2..an - 1)10 + $an onde aj, аҙ,..., а, são os 
dígitos do número A. Prove que A é divisivel por 
13 se e somente se B é divisível por 13. 


Questões de Olimpíadas — Nível Avançado 


38) (Rio de Janeiro-2000) Determine o único 
número inteiro N de nove algarismos que satisfaz 
às seguintes condições: 

(1) seus algarismos são 
diferentes de zero. 

(2) para todo inteiro positivo n = 2, 3, 4, ..., 9, о 
número formado pelos n primeiros algarismos de 
N (da esquerda para a direita) é divisível por n. 


todos distintos e 


39) (Argentina) Com os dígitos 1, 2, 3, 4, 5, 6. 
formar um número de seis cifras distintas abcdef 
tal que o número de trés cifras abc seja múltiplo 
dc 4, o nümero de trés cifras bcd seja mültiplo de 
5, o nümero de trés cifras cde seja mültiplo de 3 e 
o número de três cifras def seja múltiplo de 11. 


40) (Argentina-96) Quantos números de 15 
dígitos que utilizam exclusivamente os dígitos 3 e 
8 sáo múltiplos de 11? 


41) (Argentina-2002) Achar o menor múltiplo de 
84 formado exclusivamente por digitos 6 e 7. 


42) (Manhattan-97) Considere um inteiro positivo 
que, quando escrita a sua representação decimal, 
Somente foram usados dígitos O e 1. Suponha que 
exatamente 300 1's são usados, е o resto dos 
digitos são O's, Pode este inteiro ser o quadrado de 
Outro inteiro? 


6) Міс-2001) Na minha calculadora, uma das 
aparec € 1 a 9 está com defeito: ao pressioná-la 
(em: na tela um dígito entre 1 е 9 que não é O 
d Quando tentei escrever 0 nümero 
por 11 о," Parecer na tela um número divisível 

€ que deixa resto 3 ao ser dividido por 9. 
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ecla defeituosa? 5 ў 
? Qual ё o núme 
арагесец na tela? Q ümero que 


or (Irlanda-98) Mostre que nenhum inteiro da 
A а хуху em base 10 (onde x e y sáo digitos) 
Podem ser o cubo de um inteiro. 


45) (Rüssia-62) É dado um número de 1962 
digitos, que é divisivel por 9. Seja x a soma dos 
seus dígitos. Seja y a soma dos digitos de x. Seja 2 
à soma dos dígitos de y. Calcule z, 


46) (Rússia-98) Existem números de 5 algarismos 
M e N onde todos os algarismos de M sejam 
pares, todos os algarismos de N sejam ímpares, 
cada um dos algarismos de 0 a 9 ocorrendo 
exatamente uma vez entre M e М e tais que. N 
divide M? 


Lr л oum 


capítulo д. Propriedad, 
DES DA DIVISIBILIDADE 46 da DI, 


PROPRIEDA 
o a20. Define-se que а divide b se e so 
a D m ; 
=aq. Se a divide b Merc dada um 
a-se, em 


divisão) tal que b 

b é um múltiplo de a, que a é um fa 

b а, a t 

20 divide b. orde b ou que ; 


e b dois inteiros, send 
inteiro 4. (denominado de quociente da 
outros termos, que a éum divisor de b, que 
é divisível por 8. A notação “a |b” indica que a 

Notemos também que se а. é um divisor de b, então O inteiro —a também é um divi 
gualdade b=aq necessariamente implica que Ь = (– а)(– 9), de forma que os dione nn de 
Iquer são dois imétricos (iguais em valor absoluto e de sinais opostos). sores de y, 


Sejam 8 


Iu 


porque à i 
a dois 5! 


inteiro qua 


IDADE 


5.1. PROPRIEDADES DA DIVISIBIL 
majo 1|a eala 
Demonstração: 

а|0 (a* 0) pois existe o inteiro q ^ 0 tal que 
{а pois existe o inteiro q = à tal que a = 14 
aja (аж 0) pois existe О inteiro q = 1 tal que a 8-4 


0=aq 


(2) Se а! 1, entioa=+1 
Demonstracáo: : 
$еа|1 > existe o inteiro q tal que 1-а4 с 
Como a e q são inteiros, as Únicas possibilidades para a m 
pa=leq==L i)a--1 eq=1. 


ultiplicação de dois inteiros ser igual a 1 são: 


(3) Se ajbese c | d, entáo ac| bd 


| Demonstração: 
Sea|b > existe o inteiro di tal que b = a.d! (D 
Sec|d = existe o inteiro 4 tal que d=cq2 0). 
i Multiplicando (1) € (2): bd= (qq): > ac | bd 
| : (4) Se ajb ese b | с, então ale 
с existé 0 inteiro q» tal que с= 54: 


“Demonstração: : | 
o inteiro q, tal que b -a.qi. Seb! 


| Sea lb => existe 
| Assim: се >. с=а(4192) 


o a=tb 


=> aje 


|: (5) Sealb e se b |a, entá 
“Demonstração: бо E 
à Sea|b => existe o inteiro qı tal que b= 2.41 D 
[Sebla => existe o mero da tal que а= Ь.б; (2) 2. 
¿Multíplicando (1) e (2): ар = (0049) > qq i di =+1, Substituind 
¡(O Sea |b, com b 2 0, então la «Ibl vs | 
|; Demonstração: EE ce : WE. 

с беа]Ь = existe о inteiro q tal - li 5 
Sealbh ne que b= aq. Aplicando módulo: [bl = alg > dls 
Como q é inteiro > |gzl => bazi => la| < ibl | БІ DA 


it 


o em (1) temos az 


{bal 


| 0 ае ba ale, então a | (bx + cy) vVxyeZ 

¿Seal b => existe o inteiro qu tal que b = a.qi (1) 

: pat 7 existe o inteiro 42 tal que с = a.q2 (2) 
:Бх+су= анх + афу => bx+cy=a(qux+qy) > al 


yeZ 


(bx + су), M X, 
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e Ру" 


Exemplos: 


intei é uando 4 
Um nümero inteiro n é bom q 
y) Um 


HE в)1 ©)100 D)101 E)102 
А)5 

нек: + | sempre é impar, então para que 5 divida 4n+1, seu dí 
Pei Ha idades de 4n + 1 é 5 então o dígito das unidades de 4n é 
digito s реи е 0 entào 4n termina em 0; 
E г à абе em 2 entào 4n termina em 8; 
P 2 г termina em 4 então 4n termina em 6; 


n + 1 é divisível por 5. Quantos nümeros bons há entre 500 e 


Bito das unidades deve ser 5. Seo 
4. Observe agora o seguinte: 
ii) se n termina em 1 entáo 4n termina em 4; 


iv) se n termina em 3 entáo 4n termina em 2; 


vi) se n termina em 5 entào 4n termina em 0; 
termina em 6 então 4n termina em 4; viii) se n termina em 7 então 4n termina em 8; 
vii) sen te 


É rmina em 8 então 4n termina em 2; X) se n termina em 9 então 4n termina em 6; 

a ara que 4n termine em 4 teremos que n deve terminar em 1 ou 6. Como em cada dezena 
е ими terminando em 1 ou 6 е entre 500 e 1000 temos (1000 — 500)/10 = 50 dezenas, 
kd 2.50 = 100 nümeros n entre 500 e 1000 que sáo bons. 


2) Prove que se a е b são números naturais, então a!b! | (a  b)!. 


Solução: " 
i X 2 y) é dada por C, , ------, onde 
Sabemos que a combinação de x elementos tomados y a y ( у) р ^ Wa- EY 
(a+b)! como 
С, yé um valor inteiro positivo. Assim, fazendo x =a +b e y= a, temos que C sba = чы" е 
este valor é inteiro temos que a!b! | (a + b)!. 


3) Prove que, рага todo número natural К, o produto P = (a+ 1)(а + 2)...(a + К) é divisível por k!. 
Solução: 


Temos que P = (а + 1)(а + 2)...(a + k) = (а + К)!/а! 

Do exercício anterior, fazendo k = b, tiramos que b!|(a+k)/a! > k! | (a + 1)(а + 2)...(a +k) 

Este exemplo demonstra uma das propriedades mais interessantes dos números naturais, que afirma que 
a multiplicação de n números naturais consecutivos, é divisível por n!. Desta forma, entre os 11 números 
naturais a+ 1,а+2,а+3,а+4,а+ 5,а+6,а+ 7, а+ 8,а+9,а+ 10, а+ 11 


(a > 1) podemos afirmar que existe um que é divisível por 11, um que é divisivel por 10, шй quee 
divisível por 9, um que é divisível por 8, um que é divisível por 7, um que é divisível por 6, 2 que são 
divisiveis por 5, 2 que são divisíveis por 4, 3 que são divisíveis por 3 e 5 que são divisíveis por 2. 


4) Determine todos os inteiros 


positivos d tais que d divide ambos n? + 1 e (п +1)°+1 para todo 
inteiro n. 
Solução: 
59а dii €1) e dl(ne 1? 1]. 


Logo: d | [(n* 2n + 2) — (п + 1)], > d|(Qn+ 
nalogamente: d | (4n? + 2n + 2)- 


"теме: d | [(4n + 7) — 2(2n + 1) 


1) > d|(4n?7+4n+1) 
4n! + 4n 1)) > d|(4n+7) 
] => 4|5 > 4-І ош 4-5 


5) Demonstrar que 60 divide o produto (n? — 1)n?(n? + 1), qualquer que seja o inteiro positivo n. 
olucáo: 
(Dni 1)= (а 1)n— Т) = 2)(n + 2) + 5] = n[(n - 2n = 1)n(n + D(n + 2) + S(n— 1)п(п + 1)] 
Suponhamos que n seja par: . Te 
s то (n-2yn — Dn(n + 1)(п +2) éo produto de 5 números inteiros consecutivos então é divisível por 
“5 720, então E 


men entre estes 5 números temos 3 divisíveis por 2, pelos menos 2 divisíveis por 3, pelo 
08 1 divisi 2 
5] divisível Por 4 e 1 divisível por 5. 
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WEA 


ivisível por 2 31.5 = 720 


у este multiplicação éd EE | = 

( omo (n= Dn(n + 1) éo produto de 3 inteiros consecutivos, entáo е divisível por 3! = Es 

que 5(n — Dni + 1) seja divisível por 30 | Я implicando 
Desta forma a soma [n - 2)(п — 1)n(n + D(n + 2) + 5(n - Dni E 1)] vai ser divisivel por 30, ; 

que nfin- 2Xn — 1)n(n + Dn + 2) + 5(п – Dn(n + 1)] seja divisível por 60, uma vez que var Нс, 

ue (п = 2)(n — 1)n(n + Din + 2) possui 2 termos divisíveis por 2 i 
5. Assim o produto (n = 2n - Dni i o À 
Me 


n é ímpar. temos q )n(n 
4 e 1 divisível por 


se 
divisíveis por 3. Т divisivel por 
divisível por 23.5 = 360 " ME 7А 
n- Dn(n + 1) possui 2 termos divisívels por 2, ivisível por 3 e 1 divis 
= 120. P 1 divisível por " 


divisivel por 225 


Se n é impar, então ( 
2) + 5(n- I)n(n +1) 


ndo que 5(n — ) Ж 
] vai ser divisível por 120, quando n é impar. 


Dn(n + Dé 


implica 
Assim, Кп = 2)(n — 1)n(n + D(n + 
6) (Olimpiada do Espírito Santo-99) Um dragáo tem 100 cabeças. O dragão só motre se todas a 
Um cavaleiro possui dois tipos diferentes de espadas. Com um goln Suas 
17 cabeças, mas, continuando vivo, nascem A кш 
vas 


cabeças forem cortadas. 
primeira espada ele pode co 


cabeças no dragão. Com à seg 
nascem 8 novas cabeças. Pode o dragào morr 


Solução: 

Existem duas formas de matar o dragão. 
exatamente 17 cabeças (83 cortadas). poden 
forma o dragão deve possuir, em algum momento, 
cavaleiro matar o dragão usando a 2º espada. Como usan 
seis cabeças e usando a 2* espada temos um decréscimo 
cortadas é igual a — 6x + Зу, onde x é a quantidade de vezes 
de vezes que utilizou-se a 2* espada. 

No primeiro caso, temos que o nüme das é igual a 83, ou seja, — бх + 3у = 83 > 
3(- 2х + у) = 83 > 3/83 queéuma x+3y=95 > 
3-2х%у-95 > 3|95 que também é um absurdo. 
Desta forma, é impossível o dragáo morrer deste jeito. 


rtar exatamente 


unda espada ele pod 
er desse jeito? 


e cortar exatamente 5 cabeças, mas, se ainda viv 
o 


A primeira é que, em algum momento, o dragão possua 
do o cavaleiro usar a 1º espada e matar o dragão. Na segunda 
exatamente 5 cabeças (95 cortadas), podendo o 
do a primeira espada temos um acréscimo de 
de três cabeças, então o número de cabeças 
que utilizou-se 1º espada e y é a quantidade 


ro de cabeças corta 
bsurdo. No segundo caso temos que — 6 


7) (Olimpíada do Ceará-96) Os lados de um triángulo sáo expressos, em cm, por trés inteiros 
consecutivos e sua área, em cm”, € dada por um inteiro. Prove que о menor lado do triángulo é impar. 


Solução: 
Sejama=x-1,b=xec=x+ ов lados do triángulo. Assim, p=(x— 1 * X * X + 1)/2 = 3x/2. 
3x2 (x-2)x +2) 


A área é dada por S- Jp(p - ap - b(p- €) = 3x (x+2)xx-2_ 
2. 2.2 2 16 


Сото Sé inteiro > 16| х? (x - 2)x + 2) 
Como x, x —2 ех + 2 possuem a mesma paridade => 2|х => X- 1 é ímpar 


8) (Olimpí órdica- -— , 
) (Olimpíada Nórdica-96) Prove a existéncia de um inteiro positivo divisível por 1996 e cuja soma dos 


dígitos seja 1996. 


Solugáo: 
Seja S(n) e soma dos dígi RE TR E 
gitos decimais d EM 
RUM 725 e SQx 1996) = 903992) > o positivo n. Observe que: 
otemos que é possiv SMEs 23. 
que é possível escrever 1996 da forma 25а + 23b (onde a e b são inteiros positivos) uma vez 
e possui soma 
5 


que 1996-25х78%2х bs 

dos dígitos igual a оу Жо forma podemos montar o seguinte número inteiro n qu 
Como n=3992 + алі (A d 99639913992, onde temos 78 termos 1996 e 2 termos 2774 
implicando que n é múltiplo de 1996. ‚+ 1996.10 > п = 1996(2 + 2108 + 10+... + 10 
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Capítulo 5. Propriedade 

— “е1 100. Propriedades da Divisibilidade 

“Jo Rio Grande do Norte-97) Qual é 9 menor número natural que é soma de 9 números с 
да . é soma de 10 números naturais consecutivos e é soma de 11 números natúrais à 


c) 495 d)695  e)396 


¿ сота de 9 números naturais consecutivos podemos escrever que: 
e demi +n+n+l+n+2+n+3+n+4=9n 

3 de 11 nümeros naturais consecutivos podemos escrever que: 
3-=m-2+m-1+m+m>+ [+m+2+m+3+m+4+m+5=1lIm 


A ИГ 
г. mero x € soma 
nu Ў 
Seo s-m-4-m- : T. 
que X é divisível por 99: x = 9k | 
) 0 números naturais consecutivos podemos escrever que: 


ji «im temos | 
ASS! i 3 
c ¡mero x é soma de ап кыны зи... 
Seon зъу-2+у-І+у+у+Г+у+2+у+З у у+5= 10у +5 = 5(2у+ 1) 

od y 2+) У кч ЗК 
apt à x é divisível por 99 e 5. Portanto. Xmin = 99.5 => х = 495. 

ma.) 3 

рема forr 


Hungria-1908) Dados dois inteiros impares а e b. Prove que а-ы é divisível por 


10) (Olimpiada da 
a" se e somente Se 
Solução: -bi=(a- ba” +b? + ab) é divisível por 2". então T "m 
ed pm d então a—b vai ser pare (а + b^ + ab) vai ser ímpar, pois é a soma de 
jane impares, Assim (a? + b^ + ab) não vai ser divisível por nenhuma potência de 2, sendo a- b 
3 núr ares. 

divisível por 9. 

Ы Mu шады баты inicia por 6 (dígito mais significativo). Todo 
dois dígitos consecutivos é divisível por 17 ou 23. Qual é o ültimo digito (das 


CAD n 
a - bé divisível por 27. 


Inc 


nümero formado por 
unidades)? 

Solucáo: = | 
Enumeremos todos os mültiplos de 17 e 23 que possuem dois dígitos: 17, 34, 51, 68, 85, 23, 46, 69,92 


Entre estes 9 nümeros temos algumas características interessantes: 


- Não temos nenhum dígito 0; 
- Com exceção de 0 е 7, todos os outros dígitos ocupam a posição das dezenas em algum número; 


-6 é o único dígito que ocupa em dois números a posição de dígito das dezenas; 

- Com exceção de 0, todos os outros dígitos ocupam uma só vez a posição de dígito das unidades. 

Iniciando com 6 temos duas possibilidades: 

ij 68 > 685 — 6851 — 68517 parou pois nenhum dos múltiplos começa por 7; 

ii) 69 > 692 => 6923 — 69234 — 692346 a partir daqui é só repetir 

Assim, temos um número de 1996 dígitos que é formado escrevendo (da esquerda para a direita) lado a 
lado o número 69234. Como 69234 possui 5 digitos e 1996 = 5k + 1, então o dígito das unidades é igual 


ao primeiro digito do período, ou seja, vale 6. 
12) (Tornei аста; H 3n , TS 2 & diviaí 
) (Torneio Internacional das Cidades-97) Sejam a e b números inteiros. Dado que а? + b? é divisível 
Por dh. prove que a = h 
Solução: 
бар igo. 
к : divisível porab > а?+ b'-kab > абы a(kb) + p-0 
e esta equacio de 9 qv. е ier DNE : "m 
Азу. Pon d de 2 grau possua raizes inteiras seu discriminante deve ser um quadrado perfeito: 
Desde p ct алы 
que a multiplicacio 5204,2 T ж 
pa Ps d do b (k^ — 4) deve ser um quadrado perfeito e b? é um quadrado perfeito, então: 
Cmok you > kyky 
este modo à 2! Possuem a mesma paridade teremos: k — y=2ek+y=2 > k=2 e y=0. 
> x50 > K-4-0 > k=2 > а'+Ь'=2аб > (a-b)=0 > a=b 
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JIVISÁO EUCLIDIANA 
- Q. então existem e são únicos os inteiros q e 
E Que satis 
апуу, 


— Capítulo 3. Propriedades da pi 
B ЕИБ, 
ШЕТ 


dois inteiros. com b> 


de divisor, q de quociente е г de resto. Na divisa 

-se ressaltar que па maioria absoluta dos casos estamos interessados no resto = 
a fornece uma importante ferramenta no estudo de Sed 
r analisada para todos 08 inteiros. Por exemplo, бой 
e 2. todos os inteiros podem ser escritos da. 


Denominamos a de dividendo. b 

entre dois 
divisão, с 
ES em que 
na divisão 
S Seguintes 


ciros deve 
o euclidian 


alooritmo da divi 
determinada propriedade deve se 
3 temos apenas os restos 0,1 


euclidiana por 
eiras: ЗК, 3k + 1, 3k +2. 
alhar com estas trés expressões equivale а trabalhar com todos os inte; 
a destas três maneiras. <1г05, uma 


Deste modo, trab 

vez que cada inteiro pode ser escrito de um 
Na verdade. não é obrigatório trabalhar com os restos da divisão euclidiana. Assim, não é с 

A rrado 


diver que o resto da divisão de 39 por 4 é — 1, uma vez que 39 = 4.10 — 1. Esta expressão da divisão q 
39 por 4 não é a expressão da divisão euclidiana, porém não está errada. Em alguns casos é m is 
E и ӨТЕЙ Ё n iviçã n S € mais 
vantajoso utilizar em uma divisão O resto — 1 que o scu equivalente da divisáo euclidiana, que no caso i 
: a 


divisão por 4 é o resto 3. 


Exemplos: 


1) Na divisão do inteiro a = 427 por um inteiro positivo b o quociente é 12 e o resto é r. Achar o divisor 


b e o resto r. 


Solução: 
bq+r е 0<г<Ь > 427=12b+r e 0<г<Ь 


Pelo algoritmo da divisão: a = 
Como b> r, o primeiro valor de b que confere é b = 33, pois: 427-(12)33)%31 => r=31 


O segundo valor de b é 34: 427 = (12)(34) + 19 > r= 19 
О terceiro valor de b é 35: 427-(12)85) +7 > r= 7 
Para b = 36 nào é conferido o algoritmo da divisão, pois: 427 = (122860 -5 > r=- 5<0 
Desta forma: b = 33 e r=31 ou b=34er=19 ou b=35er=7 


2) (PUC/PR-2001) Numa divisáo o quociente é 3 e o resto 6. A soma do dividendo, do divisor, do 
quociente e do resto é 107. Qual a diferenga entre o dividendo e o divisor? 
а) 23 b) 75 c) 52 d) 58 e) 79 


Solucáo: 


Pelo enunciado; a = 3.b ^ 6ca+b+3+6=107 = 45-92 = b=23 > a=75 > a-b=52 


e 3 é acrescido da soma de Mex.0 


3) (UFMG-2002) O quadrado da diferença entre o número natural x 
8 e resto 20. A soma dos algarismos 


pc é, entáo, dividido pelo dobro de x, obtendo-se quociente 
exé 

a3 b4 cs 42 

Solução: 

(x-3) (ІІ + х) 8 Qx(8) +20 => х2 6х+9+11+х = 16x $20 = х?-2!х=0 > 
x(x-21)=0 = х = 0 (não convém) ou x = 21, cuja soma dos algarismos 6 3. 


4) (Mackenzie-2001) Na divisào 


n [17 
34 4 
n e q são naturais maiores que zero. А soma do maior con vei 
Е nor Г reis Vi 

а) 120 Б) 130 с) 110 а) 95 е) 105 ананы 
Solucáo: 
Escrevendo a expressáo da divisá idi i i 

visão euclidiana equivalente à divisã Тары 
и lada те. q ivisão proposta temos que: 


lores de n € 


188 


capítulo б. Propriedades da Divisibilidade 


Uma vez que q é inteiro => 0<4<5. 
Como O enunciado indica que q > 0, então q pode valer 1,2 


.3. 4 ou 5. Desde que n = 204: 
2205-2100 e Mmm=20.1=20 5 пу ng, = 120 


Птах 


5) (UFU-2003) Considere « e h dois números inteiros. tais que а — Б = 23. sendo b > 0. Sabendo-se que 
na divisão de a por h o quociente ¿8 e o resto é o maior possível nessa divisão, então a + В é igual a 

а) 29 b) 26 с) 22 4) 36 

Solucáo: 

O maior resto possivel na divisão porbéb— 1. Logo: a=8.b+b-1=9b-1. 
Comoa=b+23temosb+23=9b-1 => b=3 => a=26 > a+b=29, 


6) Prove que se todos os quadrados perfeitos são divididos por 12, o resto 8 nunca é obtido, mas o resto 
9 é obtido para uma infinidade de casos. 

Solução: 

Um número inteiro pode ser expresso das seguintes formas: 

12k, 12€ 1, 12k £2, 12k € 3, 12k+ 4, 12k £ 5 e 12k+6 

Observe que: 

(12) = 122 = 12x 

(12к + 1) = 122? + 24k + 1 =12(12k? + 21) +1 = 12x +1 

(Dk £2) = 1222 + 48k + 4 = 12(12k' + 4k) +4=12x +4 

(12k + 3) = 12202 + 720+ 9 = 120120 + 6k) +9 =12x +9 

(12k + 4) = 12202 + 96k + 16 = 12x +4 

(Dk + 5)? = 1222 + 120k + 25 = 12х + 1 

(12k + 6)! = 122 + 144k + 36 = 12x 

Assim, quando о nümero inteiro for da forma 12k + 3, temos que o seu quadrado deixa resto 9 quando 
dividido por 12. 


7) Um inteiro positivo dividido por 5 dá resto3 e dividido por 9 dá resto 4. Determinar o resto da divisáo 
deste inteiro por 45. 

Solução: 

x=5q+3 e x=9p+4 = 9x=45q+27 е 5x=45p+20 > 4x = 45(а—р) +7 
5-4х-45(р-азр)%20-7 => x=450p-q)+ 13 -> resto é igual a 13 


8) (OBM-99) Contando-se os alunos de uma classe de 4 em 4 sobram 2 e contando-se de 5 em 5 sobra 1. 
Sabendo-se que 15 alunos sáo meninas е que nesta classe o nümero de meninas é maior que o nümero de 
meninos, o nümero de meninos nesta classe é igual a: 

a7 b)8 c)9 410 3) 1 

Solução: : 

O nümero de alunos é pelo menos 15e nào mais que 29. Os ünicos nümeros neste intervalo que deixam 
resto igual a 2 quando divididos por 4 são 18, 22 e 26. Destes, o único que deixa resto igual a 1 quando 


dividido por 5 626 e o número de meninos ¿26-15=11. 


9) (OBM-99) O número N = 11111... 11 possui 1999 dígitos, todos iguais a 1. O resto da divisáo de N 
por 7 é: 
31 52 o4 d)5 96 
Solução: 

. Os restos das divisões de 1, 11, 111, 1111, 11111, 111111 por 7 são respectivamente 1, 4, 6, 5,2,0,е 
isto se repete em ciclos de 6. Como o resto da divisáo de 1999 por 6 é 1, entáo o resto da divisáo de М 
por 7 é também 1. 
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— Capítulo 5. Propri 
A = prre PE -eâ Puno 9. Fropriedado, 
Santa Catarina-99) Demonstrar que nenhum inteir 014065 da Дуурь, 
o da seqiién какшы 
Mp 
aum 


irado perfeito. cia: 11,11 


cum qu 
um elemento qualquer da sequência. Assim: an = 111...111 7 111...100 + 11 
é divisível por 4 e o segundo deixa resto 3 na divisão por 4 
na divisào por 4. Agora observe que: » todos о 


мера di 


»no o primeiro termo 
S elementos 


jk => n= 


n=4k+2 > n= 16k? + 16k + 4 = 4x 
n=4k+3 = n= 16k + 24к + 9 = 4х +1 
Do exposto acima concluimos que todo quadrado perfeito deixa resto 0 ou 1 na divisáo por 4 
elementos da sequência deixam resto 3 na divisão por 4, então nenhum deles pode a r 4. Como os 
perfeito. um quadrado 
a Brasilis moram Eduardo e Augusto. O número do and 
do apartamento de Eduardo coincide com o número do apartamento de Augusto. A soma dos númei Ж 
5 " / TO! 
2164. Calcule o número do apartamento de Eduardo, sabendo que há |; 


dos apartamentos dos dois é 
apartamentos por andar. (Por exemplo, no primeiro andar estáo os apartamentos de 1 а 12, no segundo 
, nos 
, 


de 13 a 24, e assim por diante). 


11) (OBM Jr.-97) No edificio mais alto de Terr 


Solução: 

Sejam a e b os números dos andares onde moram, respectivamente, Eduardo e Augusto, e x e y os 
nümeros dos apartamentos de cada um. Assim, podemos escrever que: 

х-12(а-1) * ri, onde 1«nx12 ут12(5-1) + r2. onde 1 € г < 12. Do enunciado temosque: а= 
ye x+y=2164 

Assim: х-12у-12% € y 12b-12+r2 
ax+y=13y-12+ n > 2164=13y-12+ri 
Notemos que esta equagáo é semelhante á divisáo Euclidiana, pois 
por 13,0 quociente é у= 167 corestoé гп = 5 

Desta forma, como х + у = 2164 > х= 1997 


=> 2176 = 13у + п 
1<r¡<12. Quando dividimos 2176 


, mostre que existe um mültiplo de n que se escreve com 05 


12) (OBM-81 banco) Dado um inteiro n 
п = 3, temos 111 ou 1011, etc...) 


algarismos 0 e 1 apenas. (Por exemplo, se 
com o último possuindo 


n | restos, todos en 
2 restos iguais. Desta 


Solução: КУ 
111, 1111, ..., 111.11 onde temos п + 1 números, 


Sejam os números 1, 11, 

n+ dígitos iguais a 1. Se dividirmos todos estes números por n. obteremos 
0 e n- 1. Como entre 0 е п- 1 temos n nümeros, entáo temos pelo menos 
forma teremos a situação: 111..11-41.0 +r 111...11=q2n+r 

Subtraindo obteremos: 111... 100...00 = n(qi — q2) 
Assim provamos que sempre existe um múltiplo de 4 
somente com dígitos l's € termine somente com dígitos O's. 


a inicie 
ualquer natural n tal que este número 


1417 e 2312 é dividido pré 


13) (IMO-88 banco) Se r é o resto quando cada um dos números 1059. 
onde d é um inteiro maior que 1, determine o valor de d-r. 


Solucáo: 

Pelo enunciado temos que: 1059=dq tr 1417 = dg +€ 2312=dq3+" 
Subtraindo todos os pares d 
358 = 2.179 = d(q - 41) 
Assim, temos que d=179 q2-q 
Ou seja: 1059 = 179 (5) + 164 
Então d=r= 179 – 164 = 15. 


e equações obtemos: 

895 = 5.179 = d.(q3 — а) 
‚=2 q-q=5 q 
1417 = 17947) + 164 


1253 = 179.7 = 4(4- qı) 


з= 


3-47 
2312 = 179412) + 164 
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Divisibilidade 


Exercícios 


1) Sejam a e b inteiros. Mostre que 10a +b é um 
múluplo de 7 se e somente se a—2b também é, 
2) Prove que 5 | n(n" + T) + 4). 

3) Se n é um inteiro, mostre que n(n = 1)(Qn — 1) 
é divisivel por 6. 

+2 


3 
4) Demonstrar que à nunca é divisivel por 4, 
qualquer que seja o inteiro a. 


5) Demonstrar que 30 | (п? — n) 


6) Prove que a soma dos quadrados de cinco 
inteiros consecutivos não pode ser o quadrado de 
um inteiro. 


7) Determinar os inteiros positivos que divididos 
por 17 deixam um resto igual ao quadrado do 
quociente. 


8) Achar os inteiros positivos menores que 150 e 
que divididos por 39 deixam um resto igual ao 
quociente. 


9) Na divisào de dois inteiros positivos o 
quociente é 16 e o resto é o maior possível. Achar 
0s dois inteiros, sabendo que a sua soma é 341. 


10) Prove que (21n — 3y4 e (15n + 2)/6 nào 
podem ser ambos inteiros para os mesmos valores 
inteiros de n. 


11) Prove que para todo inteiro positivo n e todo 
inteiro positivo impar k, 1+2+..+п divide 18 
eO n 

12) O comandante de uma caravela promete, 
como recompensa a trés dos seus mais valentes 
marujos, as moedas de ouro, entre 200 e 300, 
contidas numa arca. No dia seguinte, estas 
moedas seriam distribuídas em partes iguais. 
Durante a noite, um dos marujos resolveu retirar, 
em segredo, sua parte. Ao repartir em trés as 
moedas, notou que sobrava uma. Temendo que 
esta moeda fosse causar uma contenda, jogou-a ao 
mar, tomando para si a sua parte. Pouco depois, o 
segundo marujo teve a mesma idéia. Ao dividir 
por trés as moedas da arca, constata que sobrava 
uma. Joga esta moeda ao mar, crendo assim, 
evitar algum litígio, e toma o que julgava ser a sua 
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parte. Algum tempo depois. o terceiro marujo tem 
a mesma idéia, e, desconhecendo a antecipação de 
seus companheiros repete a divisão em três partes 


na qual 
c retém 


iguais das moedas restantes da arca. 
sobrava uma moeda, que é atirada ao mar, 
consigo a parte que, ao seu ver, lhe cabia. No dia 
seguinte, o comandante toma as moedas da arca, 
faz a partilha e percebe que sobra uma moeda. 
Para evitar problemas, fica com esta moeda e 
distribui o restante, igualmente, entre os três 
marujos. É claro que nenhum dos marujos 
reclamou da divisão, pois todos julgavam já ter 
retirado sua parte. Quantas eram as moedas, 
originalmente, na arca? 


13) Determine um número de 4 dígitos, que 
dividido por 131, deixa um resto igual a 112, c 
quando dividido por 132 deixa um resto de 98 


14) Prove que sen é um inteiro ímpar maior que 
3, então n*— 18n? + 17 é divisível por 64. 


15) Mostre que para quaisquer dois inteiros а е b, 
o número (a + Б)(а – b)ab é um múltiplo de 6. 


16) Quais inteiros possuem а seguinte 
propriedade: Se o dígito final é apagado, o inteiro 
é divisível pelo novo número. 


17) Determine todos os inteiros com primeiro 
dígito igual a 6 e que possui a seguinte 
propriedade: Se este primeiro digito é apagado, o 
número resultante é igual a 1/25 do valor original. 


18) Prove que não existe nenhum número inteiro 
com a seguinte propriedade: Se o primeiro dígito 
é apagado, o número resultante é 1/35 do número 
original. 


19) Dado um inteiro A de 2n digitos, no qual o 
número B, que representa os primeiros n dígitos, é 
duas vezes o número C, que representa os n 
dígitos seguintes. Prove que: 

a) A é divisível por 200...001 (onde existem n — 1 
zeros) e o quociente е B – C. 

b) A é divisível рог 666...667 (onde existem п — 1 
seis) e o quociente é B + C. 


20) Demonstre que a soma dos cubos de trés 
nümeros naturais consecutivos é mültiplo de 9. 


Capítulo д. Propriedades qa 


^1) Exis 1 alor inteir tal que 
21) Existe algum valor intciro n q 
Ef e seja inteiro? 

n^ +11п-12 

22) 5е nº é o quadrado de um inteiro que não 
3. mostre que O 


divisível nem por 2 e nem por 

número nº +23 é divisível por 24. 
26,2 2 

23) Demonstrar que 360 | аңа — Ma” — 4). 


qualquer que seja O inteiro a. 


24) (UFRGS-2003) Se n é um número natural 
qualquer maior que 1, então n! +n— 1 é divisivel 
por 


а)п- 1 е) п! 


bn с)п+1 d)n!-1 
vidindo-se um número inteiro e 
5, obtém-se quociente e resto 
quociente é igual á quarta parte 
rminar o valor de n, 


de solugóes desse 


25) (Unifor-98) Di 
positivo n por 1 
inteiros, tais que O 
do resto. Desejando-se dete 
constata-se que o número 
problema é 
a)l b)3 


26) (Unifor-98) Um certo nümero de ingressos 
w foi dividido igualmente entre os 
tes em uma sala de aula. Sabe-se 
sala, cada um 


с)4 414 е) 15 


para um sho 
alunos presen 
que, se houvesse 8 alunos a mais na 
deles receberia 1 ingresso a menos е se houvesse 
10 alunos a menos, cada um receberia 2 ingressos 
a mais. Nessas condições, é correto afirmar que O 
número de ingressos que coube a cada aluno 


presente foi 


a)3 b)4 е)7 


с)5 d)6 
27) (Unifor-99) Sabe-se que nas divisóes de um 
nümero inteiro x por 16 e por 18 obtém-se 0 
mesmo resto 12. Se a soma dos quocientes dessas 


divisões é 68, determine x. 


28) (PUC/SP-2003) Nas afirmações T. II e ІП. 
considere que x, y e 2 sào números inteiros pares 
e consecutivos, tais que X < y < Z. 

L xy.zé divisível por 24. 

IL. x + y + z é múltiplo de 12 

TIL. x+z=2y 

SOMENTE é verdadeiro o que se afirma em 

aI ЫП «ШІ а) Теп е)Геіі 


29) (FEI-2000) Sabendo-se que um determinado 
valor inteiro k é um mültiplo de 3 e que a metade 
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desse valor k é um número i -Qa Шуру, 
afirmar-se que: ER nto pa, A 
a) a metade de k é um múltiplo de s 

b) o quadrado de k é um múltiplo de | 

c) o quadrado de k é um múltiplo de im 

d) a metade de k é um múltiplo deo, ` 

e) a metade de k é um múltiplo de 4 


30) (Mackenzie-99) Os naturais n, n < 1 
divididos por 4, 6 e 8 dáo sempre есір 


5ота: 
а)177 


00. que 


tem 


b)201 с)252 4)276 e)304 
31) (Mackenzie-2002) Se, na igualdade 30" = yy 
n é um número natural positivo e x um a 
ímpar, O produto n.x vale: x 
а)450 5,175 с) 275 4Я360 е)130 
32) (Mackenzie-2003) Se da soma de todos os 
números ímpares positivos de 2 algarismos 
subtrairmos a soma de todos os números pares 
positivos de 2 algarismos, o resultado será: 


a)55 b)51 c)50 d)45 е)46 


33) (UFU-2001) Considere 08 números naturais 
22001. Sex = 1x 3x 5x «x 


1 


ітрагев 1, 3, 554 
m das unidades 


2001. o algarismo que ocupa a ordei 
dexé 


a)7 b)3 d) 1 


c)5 

34) (Covest-2002) Sobre o natural 29] € 

incorreto afirmar que ele é: 

a) divisível por 22-1 

b) divisível por 2? + 204] 

c) divisível por 21 + 1 

d) divisível por 2-1 

e) um número primo 

35) (Fuvest-87) A diferença entre O cubo da soma de 
de seus cubos pode 


dois números inteiros c a soma 
ser: 
a4 b)5 o6 47 68 


4 is números 
36) (Fuvest-2000) Se x € Y são dois nin E 
consecutivos. d 


inteiros, estritamente positivos € inteiro 
dos números abaixo é necessariamente um 
impar? 
а)2х+3у b)3x+2y дху%! 
а) 2ху+2 е)х+у+1! 

Е” 

Р e а 

37) (Fuvest-2001) Uma senhora tinha eS dividir 
quarenta ações de uma empre E Num 210 


igualmente entre todos os seus neto: 


Capítulo 5. Propriedades da Divisibilidade 


quando tinha 3 netos, se à partilha fosse feita, | 44) (ESA-98) O menor número que se deve 
deixaria 1 acáo sobrando. No ano seguinte, nasceu | subtrair de 21316 para se obter um número que 
mais um neto €, 40 dividir igualmente entre os | seja simultaneamente divisível por 5 e por 9 6: 

o número de ações, ela | a)29 b)31 c)33 d) 36 «)37 


ro netos o mesm 
mou que sobrariam 3 ações. Nesta última 
antas ações receberá cada neto? 

с)8 49 910 


quat 
obse 
situagáo. qu 
ao 07 
38) (Fuvest-2001) A diferença entre dois números 
inteiros positivos ¿ 10. Ao multiplicar um pelo outro, 
um estudante cometeu um engano. tendo diminuído 
em 4 o algarismo das dezenas do produto. Para 
conferir seus cálculos. dividiu o resultado obtido 
pelo menor dos fatores, obtendo 39 como quociente 
e 22 como resto. Determine os dois números. 


39) (Unicamp-92) Mostre que 3 divide w -n 
qualquer que seja o número natural n. 


40) (Unicamp-96) a) Quais sáo о quociente е o 
resto da divisão de 3785 por 17? 
b) Qual o menor nümero natural, maior que 3785, 


que é mültiplo de 1 7? 


41) (Unicamp-97) Sabe-se que um número natural 

escrito na base 10 como ..as a4 аз аз ау а É 

divisível por 11 se, e somente se, ão — а + а – аз 
Жата +... 'for um nümero divisível por 11. 

a) Aplique o critério acima para mostrar que O 
número natural escrito na base 10 como 


123456789 nào é divisivel por 11. 
b) Qual o menor nümero natural que devemos 
subtrair do número 123456789 para que à 


diferenga seja um número divisível por 11? 


42) (Unicamp-2004) Sabe-se que 0 nümero 
natural D. quando dividido por 31, deixa resto ле 
que o mesmo número D, quando dividido por 17. 
deixa resto 2r. 

a) Qual é o maior valor possível para o nümero 
natural ғ? 

b) Se o primeiro quocien 
segundo quociente for igua 
numérico de D. 


te for igual a 4 e o 
La 7, calcule o valor 


43) (UFC-99) Determine o nümero inteiro n que 
satisfaz simultaneamente às seguintes condições: 
i) n está compreendido entre 6 000 e 7 000; 

ii) n dividido por 35, ou por 45, ou por 50 deixa 
sempre resto 11. 


193 


45) (Epcar-2003) A soma de dois nümeros é 475 
е, se dividirmos o maior por 16 e o menor por 3, 
encontramos resto zero e quocientes iguais. 
Encontre os dois nümeros e selecione à opção 
INCORRETA. 

a) Um deles é quadrado perfeito. 

b) O maior divisor comum dos números é 75. 

c) O quociente do maior pelo menor é uma dizima 
periódica. 

d) O menor múltiplo n 
números é 1200. 


ão nulo comum aos 


46) (Colégio Naval-81) Um terreno deve ser 
dividido em lotes iguais por certo número de 
herdeiros. Se houvessem três herdeiros a mais, 
cada lote diminuiria de 20 т? е, se houvessem 
quatro herdeiros a menos, cada lote aumentaria de 
50 тг. O número de metros quadrados da área do 


terreno todo é: 


a) 1600 b) 1400 c) 1200 d)1100 е) 900 


s números da forma 


47) (Colégio Naval-90) О. 
sempre 


a 22 E 2453 x 
4859 y yr EN +52 дк +33 são 


múltiplos de: 
a)17 b)19 


48) (Colégio Naval-2001) Sejam os conjuntos A= 
(xeZ|x=6n+3,n€ 2)еВ= ix eZ|x73n, 
ne Z}. Então An Bé igual a: 
A)ixeZ|xépare mültiplo de 3) 

B) x eZ|xéímpare múltiplo de 3j 

C) ix e Z | x é múltiplo de 3j 

D) ix e Z| x é múltiplo de [Ji 

E) {x e Z| x é impar; 


с)23 429 е)31 


49) (Colégio Naval-2002) Se a e b sào nümeros 
naturais e 2a + b é divisivel por 13, entào um 
nümero mültiplo de 13 é: 

a)9la*b b)92a+b с) 93a+b 

d)94a*b €) 93atb 


50) (Colégio Naval-2002) Se a é um número 
natural, а? — Sa? + 4a é sempre divisível рог: 
a)41 b)48 c)50 d)60 e) 72 


51) (Colégio Naval-2003) O número de múltiplos 
de 12 compreendidos entre 357 e 3578 € igual a. 


“Capítulo 5. Propriedades d ру 


ME-2000) Considere quatro números 
“ed, Prove que o produto: 


ана — ажа — спа = Бс — b) ё 


ros d, 2 
hiie — 

divisivel por 12. 

53) (IME-2001) Prove que рага qualquer número 

inteiro k, os números k e k^ terminam sempre com 

o mesmo algarismo (algarismo das unidades). 


Questões de Olimpiadas = Nível Intermediário 
54) (Goiás) Dada uma equação do segundo grau, 
com coeficientes inteiros, mostre que 0 seu 
discriminante não pode ser igual a 23. 


55) (Sào José dos Campos-98) Provar que nº + 2n 
é divisivel por 3, onde n € N. 

56) (Espírito Santo-99) Um dragáo tem 100 
cabegas. О dragáo só morre se todas as suas 
cabeças forem cortadas. Um cavaleiro possui dois 
tipos diferentes de espadas. Com um golpe da 
primeira espada ele pode cortar exatamente 17 
cabeças, mas, continuando vivo, nascem 11 novas 
cabeças no dragão. Com a segunda espada ele 
pode cortar exatamente 5 cabeças, mas, se ainda 
vivo, nascem 8 novas cabeças. Pode o dragão 


morrer desse jeito? 


57) (João Pessoa-2000) Quando passeavam numa 
cidade. três estudantes de matemática, observaram 
que o condutor de um automóvel infringiu o 
código de estrada. Nenhum dos estudantes se 
recordava do número da matrícula (que tinha 
quatro algarismos) mas como eram matemáticos, 
cada um deles notou uma particularidade de tal 
número. Um deles notou que os dois primeiros 
algarismos eram iguais. O segundo reparou que 
também os dois últimos eram iguais. E, por 
último. o terceiro garantia que o número de 
matrícula era um quadrado perfeito (ou scja o 
quadrado de um número inteiro). É possível 
determinar o número da matricula do automóvel 
conhecendo-se apenas estes dados? Justifique sua 


resposta. 


58) (Numeratizar-2003) Quando um número é 
dividido por 7, obtemos quociente 4 e resto 6. 
Qual é o número? 


а)17 b)168 c)34 4)31 e)46 
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59) (Rio Grande do Sul-99) Divide-se TIBI o 
inteiro A e 285 por um inteiro В m Por um 
divisões é 11 e 9 respectivamente мө q 

menor valor possível de A e de B, * Encontre Ü 


60) (Brasil-81 banco) Mostre que se igs 
então п = | é divisível рог 8. 2 € impar 
61) (Brasil-82 banco) Se subtrairmos d 

número positivo X. de 2 algarismos, o а um 
obtido de x por troca de seus dígitos, em 
um cubo perfeito. Ache os possíveis valores jj" 


62) (Brasil-98) O menor mültiplo de 199g u 
possui apenas os algarismos 0 e 9 é 9990, Qui é 
o menor múltiplo de 1998 que possui apenas os 
algarismos 0 e 3? 


63) (OBM-98) Hoje é sábado. Que dia da semana 
será daqui a 99 dias? 
A)segunda-feira В) sábado 
D) sexta-feira E) quinta-feira 


C) domingo 


64) (OBM-2000) O emir Abdel Azir ficou 
famoso por vários motivos. Ele teve mais de 
39 filhos, incluindo muitos gêmeos. De fato, o 
historiador Ahmed Aab afirma num dos seus 
escritos que todos os filhos do emir eram gémeos 
duplos, exceto 39; todos eram gémeos triplos, 
exceto 39; todos eram gémeos quádruplos, exceto 
39. O numero de filhos do emir é: 

А)111 B)48 C)SI D)78 Е)75 


65) (OBM-2000) Quantos nümeros inteiros € 
positivos menores do que 1.000.000 existem 
cujos cubos terminam em 1? 

a) 1.000 b) 10.000 с) 50.000 

d) 100.000 е) 500.000 


66) (OBM-2000) Qual é o menor inteiro positivo 
que é o dobro de um cubo e O quíntuplo de um 


quadrado? 
a sequência de 
e cada número. 


o anterior mais 
ao primeiro 


67) (OBM-2001) Joana escreve 
números naturais 1, 6, 11, ..., ond 
com exceção do primeiro, é igual a 
cinco. Joana рага quando encontra 9 
número de 3 algarismos. Esse número €: 2 
W10 B104 C)I01 0)103 EI 

68) (OBM-2002) Quantos números inteiros 
positivos menores que 900 são múltiplos 


terminam em 7? 


——————————— n 


capítulo д. Propriedades da. Divisibilidade 


guo pn 012 D13 i. 
69) (OBM-2002) O resto da divisáo por 9 de 
ЛИГ 22222 é: 


A)0 Bi с)з D)6 E)8 


Sejam p = 23571113. о 


70) (Argentina) S 

produto de todos os nümeros primos até 1997 c q 
= 3,5.7.9.11.13..... о produto de todos os números 
impares até 1997. Achar a penúltima cifra da 
direita do produto pq. 


71) (Argentina) Um número а de três cifras é raro 
se existe um número b de duas cifras tal que ao 
dividir а por b. 0 resto é igual ao cubo do 
quociente. Por exemplo, 100 é raro porque ao 
* * dividi-lo рог 46, о quociente é 2 e o resto é 8-2. 
Quantos nümeros raros de trés cifras existem? 


72) (Argentina-96) Determinar o maior nümero 
natural de 6 dígitos, todos distintos de zero, que é 
múltiplo do número que resulta ao apagar о 
primeiro dígito da esquerda. 


73) (Argentina-2001) Determinar o menor 
número natural que satisfaz as seguintes trés 
condições simultaneamente: 

i) tem resto 24 na divisão por 57; 

ii) tem resto 73 na divisáo por 106; 

iii) tem resto 126 na divisáo por 159. 


74) (Chile-91) Demonstre que as expressões 2x + 
Зу, 9x + 5y são ambas divisíveis por 17 para os 
mesmos valores inteiros de x e y. 


75) (México) Encontre todos os inteiros positivos 
ntaisque nº+ 1 é um múltiplo de п + 1. 


76) (Wisconsin-94) Determine todos os números 
de 3 digitos que são iguais à média aritmética dos 
6 números que podem ser obtidos pela 
Permutação dos dígitos de m de todas as formas 
possiveis, 


17) (Wis А 
ic pd Prove que nenhuma potência 
“€ 2 pode ser escrita como soma de dois ou mais 


intei S. 
teiros positivos consecutivos. 


78) (Duke-9 
-98) Determi me ; 
que n — 3 divide KM RUP todos os inteiros n tais 
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79) (Canadá-78) Determine todos os pares a с b 
de inteiros positivos satisfazendo 2a" = 3b”. 


80) (Inglaterra-71) Mostre que 2) + 202 + 2n] 
nunca é múltiplo de 3. 


81) (Noruega-94) Se a e b sào nümeros naturais 
(a.b e {1,2,3,..}) e a* b * ab - 54. então а 
* b ¿igual a: 


а)12 b)lI4 е)17 


с) 15 d)l6 
82) (Bélgica-93) Para quantos valores inteiros de 
n (com 100 < n < 200) a fração m d 

п -l 
irredutível? 


a)0 5/25 e) 101 


c)50  d)75 
83) (Bélgica-97) Sejam a. b. c € No. Dividindo а 
por b encontramos O quociente q € о resto 7, € 
dividindo 4 por c encontramos О quociente 4” e o 
resto ғ”. A divisão de a por bc possui o resto: 
a)r br' с) rr’ d)br'*r e) nda 


84) (Bélgica-2003) O último dígito da soma в" 
+ 62%? +. + 6 +1 é igual а: 
а)5 b)6 c)7 d)8 e€)? 


85) (Rüssia-02) Existe algum inteiro positivo de 4 
dígitos tal que nào é possível fazer nenhuma troca 
de qualquer conjunto de 3 dos seus digitos de 
modo a formar um nümero que é múltiplo de 


1992. 
86) (OBM-2003) Para quantos inteiros positivos 


é um inteiro positivo? 


m o nümero a 


m?-2 
a) um b) dois с) três 


d) quatro е) mais que quatro 
Questões de Olimpíadas — Nível A vançado 


87) (Ceará-96) Os lados de um triângulo são 
expressos, em cm, por trés inteiros consecutivos e 
sua área, em cm?, é dada por um inteiro. Prove 
que o menor lado do triángulo é impar. 


88) (Rio Grande do Sul-2002) Dizemos que um 
natural n é olímpico se nenhum de seus 
algarismos é zero e a soma deles divide o seu 
produto. Por exemplo, 257 é olímpico pois 2 + 5 
+ 7 = 14 divide 2 x 5 x 7 = 70, mas 89 nào é 
olímpico porque 8 + 9 = 17 náo divide 8 x 9= 72. 


Mostre que para todo inteiro k > 0 existe um 
olímpico de К algarismos. 
89) (OBM-89) Seja k um inteiro positivo tal que 


| k 
UÑA | des ир ke 
EG D é um quadrado perfeito. Prove que 3 

3 


(к +1) são quadrados perfeitos. 
90) (OBM-94) Quantos nümeros n do conjunto 


1,2 100) existem de tal forma que o 
md 2 es ралар 
alearismo das dezenas de n' seja um nümero 


n 
J, en 


impar? . 
ato b)20 c)30 440 е) 50 

91) (OBM-95) Quantos inteiros náo-negativos 
menores que 61 nào podem ser escritos da forma 
2a + 2b + ab, onde a, b são inteiros positivos? 


a)09 b)IO с)16 d)26 e) 28 


92) (OBM-97) O número de valores inteiros dem 
para os quais as raízes da equação х — (m + mx 
+ n? — 1 = 0 são inteiras é igual a: 

0 DI o92 d3 94 


93) (OBM-2002) Determine o maior natural К 
para o qual existe um inteiro n tal que 3* divide л? 
-3m +22. 


94) (Scletiva Brasileira Cone Sul-99) Sejam р, а, 
г, s inteiros nào negativos tais que (p + ay +q=(r 
+5) +s. Prove que p=r е 4-8. 


95) (Seletiva Brasileira Cone Sul-2002) Uma 
progressáo aritmética infinita, formada por 
inteiros positivos dois a dois distintos, é tal que 
um de seus termos é um quadrado perfeito. Prove 
que tal seqüéncia contém infinitos termos que sáo 
quadrados perfeitos. 


96) (Selctiva Brasileira Cone Sul-2003) Seja T o 
conjunto de todos as ternas (a, b, c) de inteiros tais 
que 1 <a < b «c < 2002. Para cada terna (a, b, c) 
em Т, considere o produto abc. Some todos estes 
produtos correspondentes a todas as ternas em T. 
Prove que a soma é divisível por 2003. 


97) (Argentina) Colocar números  naturais 
distintos e maiores que 1 nas casas de maneira 
que sempre o número de uma casa seja múltiplo 


do que está na casa anterior e que a soma dos 
Cinco números seja 517. 
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Capítulo 5. Propriedades da py, a Жы 
dde 


98) (Argentina) Prove que 7 | а + m 
quando 7 |a e 7|b. Somente 
99) (Argentina) Consideramos os ,; 
naturais N menores que 10000 que tem Noua: 
no lugar das dezenas. Quantos destes nün 
deixam resto 5 na divisáo por 12? : 


feito 2 
eros Y 


100) (Argentina) Scjam x e d números natura; 
tais quc o resto de dividir x por d é igual a His 
resto de dividir 14x por d é 17. Achar o 5 
dividir 210x por d. T 


101) (Argentina) Encontrar dois dígitos distintos 
entre si A е B tais que о número da forma 
BABABA seja múltiplo de AAA, de BBB e de 
AB, e, entretanto, BA nào seja múltiplo de В. 


102) (Argentina) Prove que nào existe nenhum 
inteiro n tal que n^ + 3n + 4. seja divisivel por 49. 


103) (Argentina-97) Achar todos os nümeros 
naturais n menores que 1000 tais que n termina 
em 44, ou seja, r? tem seus dois ültimos digitos 
iguais a 4. 


104) (Argentina-98) Determinar o maior natural n 
tal que 4º + 4% + 4” é um quadrado perfeito. 


105) (Número de Ouro-97) Existem quatro 
números naturais consecutivos cujo produto seja 
um quadrado perfeito? 


106) (Olimpíada Provincial-97) Achar todos 05 
quadrados perfeitos que tem o primeiro digito (da 
esquerda) igual a | e todos os restantes digitos 
iguais a 4. 


107) (Rioplatense-98) Prove que se sào dados E 
nümeros inteiros positivos quaisquer, € E 
escolher 11 deles cuja soma seja divisivel por 11. 


108) (Rioplatense-2000) Existe um gun 
natural n tal que a soma dos dígitos de du 
divisível por 23 e a soma dos dígitos de (л s 
também seja divisível por 23? Se a resposta é a 
determine o menor número n. Se é não, exp 
por que. 


todos 0$ 


109) (Rioplatense-2002) Encontre os da 


: ; өшір! 
nümeros de dois algarismos que são múltiP 
soma de seus algarismos. 


Capítulo 5. Propriedades da Divisibilidade 


110) (Chile-95) Existem dois inteiros positivos a e 
tais que sua soma seja 1995 e que seu produto 


b 
múltiplo de 1995? 


seja umr 


- 111) (Chile-97) Para cada nümero inteiro positivo 
n, forma-se 0 número Ka = n^ + n + 1. Prove que 
nenhum dos nümeros Kn é um quadrado perfeito 


112) (México) Encontre todos os números de 4 
dígitos com as seguintes propriedades: 

a) A primeira e a terceira cifras são iguais: 

b) A segunda e a quarta são iguais e o número 
mais 1 é um quadrado perfeito. 

113) (Wisconsin-94) Suponha que n é um inteiro 
positivo. Determine o menor inteiro positivo x tal 
que 2" divide x "2 + 1. 


114) (Wisconsin-97) Suponha que а e b são 
inteiros tais que а + 2b e b+ 2а são quadrados. 


Prove que a e b são múltiplos de 3. 


Wisconsin-2003) Suponha que а?+Ь?+с?ё 


115)( 
b е с são inteiros. 


um mültiplo de 16, onde a, 
Mostre que al + b? + с? é um múltiplo de 64. 


Manhattan-98) John é um menino de 10 
anos. Ele somente sabe escrever o dígito 1. Prove 
по 1, John pode 


que, usando somente 0 йв 

escrever um múltiplo de 1999. É possível 
caracterizar todos os inteiros n para os quais, 
usando somente o dígito 1, pode-se escrever Um 
múltiplo de n? 


116) ( 


e todo inteiro positivo 


117) (Putnam-56) Prove qui 
decimal 


possui um múltiplo cuja representação 


envolve todos os dez dígitos. 


118) (Canadá-71) Mostre que, para todos 08 
inteiros n, nº + 2n + 12 não é múltiplo de 121. 


119) (Canadá-78) Seja n um inteiro. Se o dígito 
das dezenas de nº é 7, qual o dígito das unidades 
de n? 

120) (Canadá Preparação ІМО-2000) É possível 
dividir os números naturais 1, 2, «s n em dois 
Brupos disjuntos, tais que Os quadrados dos 
membros em cada grupo possuem а mé: 
se (a) n = 40000; (b) n = 40002? 


sma soma 
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121 ; Sci 

cs n Adae Scja n um número natural 
RE que a expressão (n + 1)(п + 2)...2 
JQn) é divisível por 2”. RUNS 


чу лана ы, Determine todos os 
imeros naturais N de dois algarismos para os 
quais a soma dos algarismos de 10- Né 
divisível por 170. ub 


123) (Alemanha-96) Determine o conjunto de 
todos os inteiros positivos n para os quais п.2" 7 l 
é um quadrado perfeito. 


124) (Repúblicas Tcheca e Eslovaca-99) Mostre 
que para todo número natural n o produto 


fee (e) m 


125) (Polônia-94) Determine todos os pares (X. Y) 
sg 
y 


de números naturais tais que os número. 


+1 E 
У+_ são naturais. 
X 
91) Seja an um número de 3" 


126) (Hong Kong- 
= ]11...1 1. Mostre que аһ é 


digitos iguais a 1: an 
divisivel por 3". 


97) Determine о número de 


127) (Hong Kong- 
< 100 tal que а? + 23 é 


inteiros positivos 4 
divisível por 24. 
128) (Índia-96) Se x e y são inteiros positivos tais 
que xy + 1 é divisivel por 24, mostre que x +yé 
divisível por 24. 

67) a) Os digitos de número natural 
ove que a soma do número 
igual a 999...99 


129) (Rússia- 
sáo rearranjados. Pri 
dado com o obtido nào pode ser 
(1967 noves). 

b) Os dígitos 
rearranjados. Pro 
dado com o obtido é 
dado era divisivel por 10. 


de um nümero natural são 
ve que se a soma do número 
: ү A A 

igual a 10'°, então o número 


70) Todos os nümeros de 5 dígitos 
é 99999 são escritos em cartões. 
stos em linha em uma ordem 
um número de 444445 

número não é uma 


130) (Rússia- 
desde 11111 at 
Estes cartões são po 
arbitrária. resultando em 
dígitos. Prove que este 


potência de 2. 


ia-74) Entre todos 
36" — 5" (men são nümeros 


wesentados como 4 
determine o menor. Prove que ele é 


131) 


(Ка 


urais). 


re jente O menor. 


132) (Rússia-80) Um número natural contem seis 
digitos distintos não-nulos e é divisível por 37. 
Prove que. rearranjando à ordem dos dígitos, é 
possível obter pelo menos mais 23 números que 
são divisíveis por 37. 

133) (Rússia-83) n. 
m. К. Sabe-se que m" é divisível por n^; e mé 
divisível por К". Prove que m" é divisível por k". 


Dados os nümeros naturais 


134) (Rússia-97) Os números de 1 а 37 sáo 
escritos em uma linha de modo que cada número 
divide a soma dos números anteriores. Se 0 
primeiro número 637 e o segundo é 1, qual é o 
terceiro nümero? 


135) (International Talent Search) Note que se 20 
produto de dois membros distintos de (1, 16, 27) 
é acrescido 9,0 resultado ёо quadrado perfeito de 
um inteiro. Determine 0 ünico inteiro positivo n 
para o qual n + 9, l6n+9 e 27m + 9 são 
também quadrados perfeitos. 


136) (Báltica-99) Determine todos os inteiros 
positivos n com à propriedade que raiz cübica de 
n é obtida pela remoção dos seus últimos 3 


digitos. 


137) (Torneio das Cidades-86) Pode 1986 ser 
representado como à soma de 6 quadrados 
perfeitos? 


138) (Torneio das Cidades-98) Sabe-se que O 
quadrado de um número inteiro termina em 09. 
Demonstrar que. em tal quadrado, o digito das 
centenas é par. 


139) (Cone Sul-banco) Mostre que qualquer 
número inteiro é a soma de 5 cubos. 


140) (IMO-76) Determine o maior número que é 
produto de inteiros positivos cuja soma é 1976. 


141) (IMO-88 banco) Se r é o resto quando cada 
um dos números 1059, 1417 e 2312 é dividido 
por d, onde d é um inteiro maior que 1, determine 
o valor de d-r. 
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2 == a: à өрнейап ES 9 Diyisis; 
os números 142) (Tomcio das Cidades-95) Prove lage 


(com uma quantidade arbitrária de ; MUST 
um quadrado perfeito. 29705) não q 
$ 
143) (Suécia-91) Determine todos os ; 

2 ШО 


positivos men tais que edo д 
m n 


mn 5' 


144) (Hungria-53) Os inteiros positivos n 
tais que d divide 2n?. Prove que n? +d E a Sio 
quadrado perfeito. сїт 


145) (Seletiva Brasileira Cone 81-200; 
Encontre o menor inteiro positivo n tal que ye) 
um divisor de (n + 1)(n + 2)...(3n). s 


146) (Vietnã-74) Determine todos os inteiros ne 
b, com 0 « b « 10, tais que se an é um inteiro 
positivo com n dígitos, todos iguais a 1, então 
ann — Б.а é um quadrado perfeito. 


147) (Vietná-76) Determine todas as soluções 
inteiras positivas do sistema т =." е 
3 


m. 


148) (Vietná-80) Determine todas as soluções 
inteiras positivas de 24 + 2/ + 2° = 2336. 


149) (Inglaterra-2002) Determine todos 05 
inteiros positivos m € n. onde n é impar, que 
a 14 1 
satisfazem — *—7 =: 
m 12 


150) (Rüssia-84) Os digitos x € Y satisfazem à 


condição: para todonz 10 número xx, бууы 
(n vezes x c n vezes y) é um quadrado perteito. 
Determine todos 05 possíveis valores de Х € * 
TN " ¡mero 
151) (Rússia-77) Chamamos de "fino o nur 
de 2n dígitos que é um quadrado perte 


Y A " imeires 
dois nümeros representados pelos seus one i 
n digitos (primeiro digito diferente E eo 
ültimos n dígitos (primeiro digito ро A "ES 
mas todos os dígitos nào podem ser T 
também quadrados perfeitos. cn de dois € 
a) Determine todos 05 nümeros "finos 

quatro algarismos. uu de seis 
p) Existe algum número "fino 
algarismos? fino" de vinte 
c) Prove que existe um número 1! 

dígitos. 


Capítulo 5. Propriedades da D шы” 


pi 


NÚMEROS PRIMOS еб Mimers primos 


6.1. DEFINIÇÃO: 
Seja p > 1 um inteiro positivo. Diz-se que p é um nú 

se p apresenta como seus únicos divisores 1 e p. Sc um int сы 

chama-se п de composto. ето 


о primo (ou apenas primo) se e somente 
positivo n maior que 1 nào é primo entào 


6.2. PROPRIEDADES: 
(1) Se p é um primo tal que р} аб, então pja ou p]b 
> o ^ 1 ^ ЕТЕ A Н | 

2) е p é um primo tal que р | aja2...an, então existe um índice k, сот 1 € k <n. tal que pla 

(3) Se os inteiros p, 91, 4, .... Аи são todos nú ri P 2.6. eni i А 

аа n meros primos e se p | giq2...Qn, então existe um indice k, 

(4) Todo inteiro composto possui um div 


isor primo. 


Exemplos: 


1) Determinar todos os primos p tais que 3p + | é um quadrado perfeito. 
Solução: 

3p+1=x? > 3pex'-1 > 3р-(х%1)х-1) 

Como p é um número primo, entáo as possibilidades sáo: 

)х+1=3 e х-1=р => x=2 e p=1 impossível pois 1 não é primo 
i)x+l=pex-1=3 > x=4 e p=5 


2) O menor número primo que divide 3! + 506: 
32 ЫЗ 95 4d3'*5" е)пда 


Solucáo: 5 
Como 3!! e 5 sáo nümeros ímpares, entào a sua soma vai ser um nümero par. Assim sendo, 3" 


divisível por 2, que é o menor nümero primo. 


+52 é 


3) (OBM-95) Quantos são os números primos p, para Os quais p? + p^ é um quadrado perfeito? 


Solução: 

40 DI 922 d3 94 

Solução: 

Notemos que p? + р!9% = pp + 1) M a 

Desde que. р' = (py é um quadrado perfeito, então para que p +P 5 seja um quadrado 


perfeito basta que p * 1 seja um quadrado perfeito: 

р+1=х? > p=x-1 = р=(х-1)(х+1) 

Como p é primo, a ünica possibilidade é x = 9 pss 

4) Determine o menor inteiro positivo k tal que (k*D*(k*2*.* (k + 19) seja um quadrado 


perfeito. 

Solução: 19k + 190 = 19(К + 10) 

Calcule c+ ED (k 4 19) = 19k + = ART 10). x 
alculando (k + 1) + (k + 4) | | erfeito então k + 10 deve ser divisível por 


Desde que 19 é primo, para que 19(k + 10) seja quadrado p 
19. O menor valor ocorre quando k + 10-19 > k=9. E 
Assim, para k = 9, temos (К+ 1) + (k+2) +. + (к + 19) = 19". 
No caso geral, k + 107 19x? => k= 19x* - 10. 


" ES = 155 ЕЧ 
99) Se p e p; são números primos distintos e А = (pipa + 1) - l, mostre que 


los. 


5) (Competigáo Descartes- 
A possui ao menos 4 divisores primos distin 
Solugáo: 

Seja рз = рр, + 2. 
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Appa + 1)5— 125 (pi pz 

pr +2pip2 + 2) = AS pupipi( Pr papa + 2) 

рі. Desde que ps = PiP2 +2 teremos ра | 2. que é falso por p é im 

Analogamente temos que p3 não divide pz. Temos agora dois poem ІЙ 

o menos 4 divisores primos => А possui ао menos 4 divisor, | 

у. primo: Seja pa = P1P2P1 + 2. Novamente teremos que ps não divide nenhum dos iris Primos 

is se dividisse então teríamos Pa | 2. que é falso uma vez que p4 é impar e maior quel ETOS p, py oy 

ps contribui com pelo menos mais um divisor primo, implicando que A possa "m 
Enos 4 


s Capítulo 6, Mimeras p шы” 
) us NN 


2p1p2 + 1 — D(pi pz + 2рур - 12 І 


vide pi. 


composto: piPoP3 possui à 


livisores primos. 
e os termos de uma progressáo aritmética infi 


ү ШЕН! 
podem ser todos primos. пае 


6) (Olimpiada da Hungria-1923) Prove que. s 
números naturais não são todos iguais. então não 


Solução: 
Seja an =a + (n = Dr, onde ау, n e r são todos números naturais, n = 1,2,3... 


Em algum momento teremos n = а +l=x > asut(atl-lDr=atar=(r+a 


Ser+1>2 e a 22 teremos que ax não é prim 
Para que a, seja primo teremos que impor que r— 
Entretanto, quandon=1 => а,” 1 e 1 não é primo. 
Portanto, a única possibilidade é para r = 0 ea; primo. 


о. 
0 e a; sendo primo ou а = 1 e r+1 sendo primo 


199 €— 
7) Mostre que o numerador de jpt "n: Toc 995 é divisível por 1997. 
2-3 1996 
Solucáo: 
Fazendo х1 =1 A ‚ temos: 
x x 
\ 
р | | 1 І | р тт LO) 
КБ=1+1-—+1—-—+1——+..+1— +1- => Р-1997-|1%-%-%-%..%---21% 159! 
4 2 3 4 1995 1996 q 2/3 4 " 1995 19% 
Pode-se agora agrupar os termos eqüidistantes dos extremos, de modo que: 
е 
P -1997 (+ | БЕ E БЕ qa БЕР = 
q 1996 2 1995 3 1994) 998 999 
Р =1997-| 1997 , 1997... 1997 ‚1997 
q 1.1996 2.1995 3.1994 998.999 
21997 1 [+ l l AA | RE ende n é a multiplicação 
q | (1.1996 2.1995 3.1994 998.999 q n o Assim. 
de 1 até 1996, sendo que nenhum destes termos divide 1997, pois 1997 é um número primo. 2 
temos que p.n = 1997.q.m, e como n não divide 1997, então 1997 divide p. 
PES 
to 7 


= 222 n . . тү jun 
8) Seja n um inteiro positivo maior ou igual a 5. Mostre que no máximo 8 membros do con) 
n+2.....n+ 30) podem ser primos. 
Solução: 05 8 
: cer expresso” 7. 
| podem ser XP es 
. n+ 30} P ; múltiplo de: 


J 


Observe que todos os membros do conjunto S, = (n + 1. т + 2. .. ¡+ ié 
Š F в А . А H : A 30! p 
forma 30N + i , onde № é um inteiro nào negativo e / varia de 0 até 29. Note que 30N = 0,5. 1б 
ara "л =" sitivo* 


para i = 0, 2, 4, ... 28; é múltiplo de 3 para i = 0.3. 6... 27: é múltiplo de 5 pa inteiros pos! 
Ou seja, para n > 5, os únicos valores de i para os quais 30N + i pode ser primo são 05 e portanto» 
menores que trinta e tais que mdc (30, i) = 1, que são os valores 1, 7, 11, 13,17, 19 
para n > 5, existem no máximo 8 primos em S, . 

Д 

Y" 3 " + 3), então ©” 
9) Seja p um primo, p > 3. Provar que se existe um inteiro a tal que p divide (а —& 3 
inteiro b tal que p divide (b! — b + 25). 
Solugáo: 
200 Pe 


Tm primo maior que 3 então p é impar p não divide 3 
Se p cu B + b? | + A6. 5 . 
sipel = SIA (За— е (За-—1)+25 = 


«sermos b 
Se fizermos 5 Рае Ж 
sim, como P | (a -а+ 3) e pnáo divide3 => p|(b'-b= 25). 
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2 2 
9a 7 9а + 27 = 9(à3 ~a + 3), 


10) (Olimpíada Iberoamericana-93) Um nümero natural é palíndromo se ao 
yA ses terde d CF } . ДЕ s escr 
decimal pode-se ee Шы forma da esquerda para a direita como da direita para a 
3432. 6446. Sejam x, < EN sais 
exemplo: 8, 23432, 6446. Sejam Xi < X2 <... < Xı < Xi+1 <... todos os números Pao ан hy 
. Para cada i 


х, Quantos números prir isti ^ É 
seja Y: мт Qu primos distintos tém o conjunto (yi, ya, уз i$ 


Solução: ; ; e 
Os primeiros números palíndromos são: 1, 2, 3, .... 9, 11,22, 33, .... 99, 101, 111, ..., 191, 202, 212, 


Notemos que 22-972. 101-99-2 33-22-11 44-33-11 99-88-11 
Vamos provar que estes sáo os únicos valores que y; pode assumir. 
e X, - 1 possuem diferentes números de dígitos, então x, é da forma 99...9 e xi. | é da forma 10...01 


evé-lo em notação 


Sex бна 
então у Xi TXT + 

Se x, e x. 1 possuem o mesmo número de dígitos e terminam no mesmo dígito então 10 divide y 

Se x, e Xi 1 possuem o mesmo número de dígitos e terminam em dígitos diferentes, digamos г ES entáo 
temos que s=r +1, xi é da forma 1999...9r, e xi. ¡ é da forma (г + 1)0...0(r + 1) ” 
Então yy Mi N+ = (r+1) -(10-r)=11. 

Portanto somente dois primos pertencem ao conjunto (yi, Y2, ...] 


11) (Olimpíada da Polónia-99) Prove que entre os números da forma 50" + (50n + 1), onde n é um 
número natural, existem infinitos números compostos. 

Solução: 

Desde que а*+ р? = (а + EN — ab + ab? ab? + ab’), então a? + b? é divisível por a + b. 

Façamos n = 5k, ou seja, n múltiplo de 5. Assim: 

50" + (50n + 19% = (505) + [(250k + 1)!" = [50* + (250k + 1)!°].Х, onde X é um inteiro qualquer, 
implicando que 50" + (50n + 1)" é composto quando n é múltiplo de 5, ou seja, para infinitos valores de 
n. 

12) (a) Suponha que p é um primo ímpar e a e b são inteiros positivos tais que р“ divide a+b ep 
também divide a(a + by. Prove que p também divide a(a + b). 

(b) Suponha que p é um primo ímpar e a e b são inteiros positivos tais q 
também divide 

a(a + b)". Mostre através de um exemplo que p não necessariamente divide a(a * b). 
Solucáo: 

(а) Notemos que a(a + b}? = a(a? + b^) + 2a*b. Como р’ divide a(a 
divide 2а 

Desde que p é um primo impar, então р“ divide ab. 
к: que p° não divide a, então as duas únicas potências 


5 


ue р? divide a +b e p 


* by e ai ы, entáo também 


de p que podem dividir a? sáo p ou 


Como р? divide a?b então p° divide b, implicando que р“ divide e. | 5 
Entretanto isto é uma contradição, pois p* divide al + b? e b”, mas não divide а. 
рене moda, p deve dividir a, implicando que p. divide a, 
o p divide a + be a^ então p^ divide bè — 
Desde р divide à e b”, então p! divide a e b. implicando tam 
(b 5 P^ divide a+b e a, então p“ divide ala + b) 
халш, forma queo item anterior, se P. divide а +4 
Fazendo ый, X e b=p*y, então p divide х * y e p não 
X72, у=] e p=S,temos а-50 e b = 25. 


bém dividir a * b 
b?, p! divide a e b, mas р? não divide a + b. 
divide x + y. 


Capítulo б. yg 
— a 111] 
MENTAL DA ARITMÉTICA кене 10778 


1 é igual a um primo ou igual a um produto de fatores primos." 


6.3. ТЕОКЕМА FUNDA 


“Todo inteiro positivo n > 


cmonstracáo: rimo entáo a decomposigáo é o próprio primo. Se n for um nümero со; 
12 Ке ей io item anterior, ele possui um divisor primo p: п= pij, 1< ide 
E. pem entáo n seria o produto de dois primos. pre m. д 

5 р г composto entáo admite um divisor primo рә, ou seja: n = pipon. 1<m<n. 

- n ч rimo, então n seria o produto de trés primos, рі, p2 € n». Entretanto, өзі comia x 
55. оп divisor primo ps, isto é, n=pip>pans, 1 < M y4 t күтү сеш: ; le 
Desta forma obtemos a sequência decrescente: n> n n7? nj ..7 1. in existe um número fo à 
inteiros positivos menores que n e maiores que 1, existe necessariamente um n, que é um primo P (n, = 


pr). Desta forma, teremos n = pipops--.pr- 


Mposto então 
, 


6.3.1. Teorema: “A menos da ordem dos fatores, a decomposigáo de um inteiro positivo n > 1 como 
produto de fatores primos é única.” 
Demonstragáo: RH | | 
Suponliamos que n admita duas decomposigóes como produto de fatores primos: 

N = p¡p»...Pr = q192...4s (r € s) onde p, e qj são inteiros primose pi 5р: 5..<р. 4<%<..< % 
Como рі | а:92...9 então e k (1 <k <s) tal que pi = р. 

Da mesma forma р; = qn, pa = qm, ... € assim por diante. É 

бег < s, depois de r cancelamentos temos: 1 = qr«1qr« 2...95, O que é um absurdo, pois а> 1. 
Assim г = 5 e cada p, é igual a um qj, ou seja, as decomposições são idênticas, a menos da ordem dos 
fatores. Deste modo,. qualquer inteiro n > 1 admite somente uma representação da forma: 
n =рїр“ „р onde, para і = 1, 2, ..., г, cada k; é-um inteiro positivo e cada p, é um primo, com 
pi < p< ... < pr, denominada decomposição canônica do inteiro positivo n. 


Exemplos: 


1) (Mackenzie-2005) A soma dos fatores primos distintos do número 1,26 x 10º é: 
а)11 b)I3 с)15 d)17 е)19 

Solução: 

Observe que 1,26.10$ = 1260000 = 25.32 5* 7 

Assim, а soma dos fatores éiguala2+3+5+7=17 


11. 
2) Quantas vezes aparece о fator 2 na decomposição em fatores primos de 1 +2+3+... +10"? 
(а)8 (59 (с)10 (ауп 
Solução: 
Sabemos que 1 +2+3+..+n=n(n+ 1)/2. n 
Portanto: 1+2 +3+... + 10" = [19 (19! + ууз = [21 s" (10?! + туу = [2.5" a0" + 1)) 
Como 5'.10" +1 é impar, então o fator de 2 é 10. 


AA | | КӨНЕДІ 
3) (Olimpíada do Pará-2000) Prove que o quadrado de todo nümero primo maior que 3 оман dd 
divisào por 12. 
Solucào: 
Um nümero primo quando dividido por 6 deixa resto 1 ou 5. 
Assim, (6k + 1)? = 36k! + 12k + | = 12x +] ou (6k + 5) = 36k! + 60k + 25 = 12у + 1. 
Mu da eus digitos 520 

4) Considera-se um nümero n de quatro digitos. quadrado perfeito, tal que todos id 
эке que 6. Se a cada dígito 6 somado 1, o número resultante é outro quadrado perfeito: * 

olução: 


Todos os números ў dui : “meros de 
; neros quadrados perfeitos de uatro dígitos (< ão quadrados de núme" 
Note que: 78? - 6084; 77? = 5929: 312 heim i i dd, 6) são q 


ar D 


dois digito” 
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=. те Capítulo 6. Мі, 
quadrado perfeito de quatro dígitos (< 6): n = x! э Max "à 06. Números Primos 


»rtanto. todo 


pp abcd = 1000a + 100b + 10c + d 

б) т= (a 00+ Me + Did + 0 =1000(а + 1) + 100b+1)+10(c+1)+(d+1) = 

m= 1111 + 1000 + 100b+ 10c+d = т=1111+п = т-п=1111 => у-и > 
(у= х)0у + х) = (100101) => у+х=101 e у-х= 11 > у= 56 e х= 45 

Сото п = х2 745 => n-2025.Conferindo: n=2025 т = 3136 = (56) 


| ИР ; 2 , 
5) Determine todos os inteiros n tais que nº — 1 In + 63 é um quadrado perfeito. 


Solução: 2 2 2 

Seja n-1ln-63-k => 4n'-44n*252-4k' > (2N- 11 +131=(Qk? = (2k)?-(Qn- 
1 =131 > (Qk+2n-11)0k-2n+11)=131. 

Como 131 é primo temo somente duas possibilidades: 

e 2k-2n+11=1 > n=38 


2k *2n- 11 = 131 
e 2k-2n+11=131 > n=-27 


i) 2k*2n- 1171 
6) (Olimpíada de Portugal-2001) O nümero de NOMEKOP é o menor nümero tal que seu dobro é um 
quadrado perfeito, о seu triplo é um cubo perfeito e seu quíntuplo é uma poténcia quinta perfeita. 
Determine o número de NOMEKOP. 


Solucáo: 
Seja n o número de МОМЕКОР. A decomposição em fatores primos tem que ser da forma п= 
com i, j, К números inteiros nào negativos. Então n é o menor número tal que: 


21*!35* ¿um quadrado perfeito, isto é, tal que os expoentes ¡+ І, j е k são todos pares; 


2255 


(а) п = 
(b) 3n = 23! * 15K ¿um cubo perfeito, isto é, tal que os expoentes i, } +1 e k são todos mültiplos de 3; 
(c) 5n = 21325“ * ! é uma potência quinta perfeita, isto é, tal que os expoentes i, j e К+ 1 são todos 
múltiplos de 5. 
Assim, para que n verifique as condições anteriores: 

(i) i tem que o menor múltiplo de 3.5 = 15 tal que i+1 seja par, ou seja, i= 15; 

(ii) j tem que o menor múltiplo de 2.5 = 10 tal que j+1 seja múltiplo de 3, ou seja, | = 20; 


(iii) k tem que o menor múltiplo de 2.3 = 6 tal que k + 1 seja múltiplo de 5, ou seja, k = 24. 
Portanto n = 21537954 ¿o número de NOMEKOP. 


7) (Olimpíada da Irlanda-97) Determine (com prova) todos os pares de inteiros (x, y) satisfazendo a 


equação: 1 + 1996x + 1998y = ху 
Solução: 


Podemos escrever a equação da seguinte forma: 
ху – 1996x – 1998y = 1 = (х – 1996)(у — 1998) — 1996.1998=1 = (х- 1996)(х – 1998) = 1 + 


1996.1998 = 
(x-1996)x — 1998) = 1 + (1997 1)(1997 + 1) = 1 + 1997 - 1 = (x — 1996)(х — 1998) = 1997: 
Assim temos as possibilidades: 

Dx-1996=1997 e у-1998-1997 = x=3993 e y=3995 

1) х 1996 = – 1997 e у-1998--1997 =» х=-1 e у=! 

й) х-1996 = 19972 е y-1998=1 => х= 1997? – 1996 е у= 1999 

i)x-1996-—1997 е y-1998=-1 => х= 1996 1997 e у= 1997 

У)х-1996=1 e у- 1998 = 19972 = х= 1997 е у = 1997? + 1998 

У)х-196--1 e у- 1998 = 19972 = х= 1996 е у= 1998 – 1997 
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Cd DOIS TEOREMAS CLÁSSICOS SOBRE: NUMEROS PRIMOS 
i —] Cprimo, então k também é prin 
q 


E Capítulo $. Mg, " 
mos 


-^ e k>2 números inteiros Se 


Teorema: Sejam a 
Demonstração: Қ | | 
Suponhamos que e inteiro a — 1 (k 2) seja prinio. 

Seo inteiro k fosse composto, então teríamos к= Pacom д 1 е 8> 1, 0 que implica que 
акі а^ 1 (ау 1 ou seja: a'-pe(a-1ya" жа M0 a 1) н 
'atores do segundo membro são ambos maiores que ], isto é, a~] с 
Logo. k é primo. с 


Como r^ 1, os dois | 


$ nu UM inr; 
composto, o que contraria a hipótese. inteiro 


А 4 р “ola Qo af % 5 
Teorema: Sejam a ^ 1 en > 0 dois números inteiros. Se a^ + ] é primo, então n é uma potência а. > 
Са de 2, 


Demonstração: b 
Todo número inteiro pode decomposto na forma n = 2°.(2с + 1), onde (2c + 1) é conhecida como a part 
i é 


impar do número n. Evidentemente, para provar que um número inteiro n é igual a uma potíncia dio 
temos que provar que a parte ímpar de n (que vale 2c + 1) éigual a 1. ^i 


A * (2c j* 201 2cdl 20 RR 
Assim temos que: а" +1 =a? QD алу (0) = Х ен үзе que é divisível por X — Y, de 


forma que а" + 1 não é primo se 2c + 1>1. 
Deste modo, concluímos que 2c + 1 = 1, е que se a" +1 é primo então n é uma potência de 2. 


Exemplos: 


1) Dado um número primo cujos dígitos são todos iguais a 1 (em expansão decimal), prove que o 
número de digitos deve ser um número primo. i а 

Solucào: 

Seja n o número primo dado, possuindo os dígitos iguais a 1 

Suponhamos, por absurdo, que o número de dígitos 8, seja um número composto = s=ab 

а= ТИШЛИ = 9n=999...999=10'-1 => п-(104-1)9 

Como 10#—1110®—1 > (10*-1y9|(105 —1/9 = (10—1)9|n = n não é primo, 
contrariando o enunciado do exercício. Portanto s deve ser primo. 


2) Seja n um número natural consistindo de 1991 uns: n=1111.....11 1. Prove que n não é um número 
1991 18 

primo. 

Solução: 


Como 1991 = 11.181, então: п=111..11 = 9n-999.99- 1099 —1— 10 7-1 

Assim, 9n = 1018 = ] (10! — 1)(10'°®0— 101989 + 10/555 10187 + 10199 107-1041, 
Desta forma, 9n é divisível por 10 = 1, ou seja, 9n é divisível por 9999999999, implicando que n E 
divisivel por 1111111111. 


5125 _ 
3) (IMO-92 banco) Prove que N = SET é um número composto. 


Solugáo: 


52% 3l Sl 

Inicialmente notemos que fazendo x = 525 temos N22 [nad x? 
Ae N= y! А х-1 

Então: Nox! +x? +x? ex e 1o (х +3х D! 5х(х + 1) = 

7 f(x? +3х 1) - Sx c Dp! 3x +1) + Sx (x +1)]. 

Como х= 5" temos: N = [059 43,5% + 1) 5110525 + DIG? 355 + 1) + ss 

a multiplicação de dois inteiros maiores que 1, implicando que N é composto. 


25 Nou seja, N 
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-NITUDE DOS NÚMEROS PRIMOS Capitulo 6. Mimeres Primos 
GA INE 


„vido à Euclides): Па um número infinito de primos, 


ração: o, ci i 2 

Demons ді рог hipótese, que exista um primo p, maior que todos os ou 

suponha a pi^ 5,py7 7... 0 analisemos o nümero inteiro p 

p =2 P> 1 do "Teorema Fundamental da Aritmética” pode 
б " 


S tros primos: 
OSItIVO P tal que; p = 


divisor PP 


‚ implicando que p deve, 
ssariam 


éum 1 к > 7 ч próprio 1, Portanto, qual é 
09 primo Ph, sempre existe um primo maior que Pn, isto é, o conjunto {2, 3, 5,7; 11 j^ us d. 
primos é infinito. 


Exemplo: 


1) (Olimpíada da Espanha-92) Seja a seqüência 3, 7, 11, 1 
tal seqüência existem infinitos números primos. 
Resolução: 
РА: {3,7,11,15,..} > à 73 * 4(n- 1) > à -4n-l 
Suponhamos, por absurdo, que exista um número finito de primos da forma p; = 4n — 1, 
Seja o número N = 4p1p2p3...Pn— 1, onde р; são todos os primos da forma 4n- 1. 
Notemos que N também é da forma 4n — 1 e é impar. 
Fatorando М, temos que os primos que dividem N devem ser da forma 4n — 1 e 4n + 1. 
Como (4n; - 1)(4m; – 1) = 4(4nin; – п - п) + 1 = 4k + 1 
(4ni - 1)(40 + 1) = 4(4nim + ni - n) - 1 = 4k- 1 
(4n; + 1)(4п; + 1) = 4(4n m2 + ni + п) + 1 = 4k +1 
Como mdc (N, p) = 1, então cada p, não divide N 
Entretanto, па fatoração de N temos que ter fatores primos da forma 4n — 1. pois somente multiplicando 
um termo da forma 4n, — 1 com outro da forma 4n; + 1 conseguimos um número da forma 4k- 1. que 


* éa forma de-N: Assim, este fator primo de М da forma 4n — 1 deve ser distinto dos outros primos p, da 
forma 4n — 1, que é um absurdo. 


5, ... (progressão aritmética). Provar que em 


6.6. DIVISORES PRIMOS DE UM INTEIRO COMPOSTO 

Teorema: Se um inteiro positivo а> 1 é composto, entáo a possui um divisor primo p< Уа. 
Demonstracáo: 1 gus 

Se o inteiro positivo a > 1 é composto, então existem inteiros b e c, onde 1 «b «a e 1 «c «a, tais que 
| 2= bc. Supondo que b < c, temos: b€bc-a => b<va 


Sendo b > 1, о "Teorema Fundamental da Aritmética” afirma que b tem pelo menos um divisor primo p. 


s modo que p «b à. Como pib е Ь | а, implica que p | a, isto é, o inteiro primo psa é um 
ivisor de а. toes ul У : 


Exemplos: 


1) Prove А " a 
que 1997 
Blacks, € um nümero primo. 


о H . 
o que V1997 = 44,687. Como 1997 não é divisível por nenhum primo que seja menor ou igual a 
13,5, 7,1 1:4 


3,17,19,23,29,31,37,41,43) entáo podemos afirmar que 1997 é um primo. Д 
DI 


OB > à + . . 
São di Sáo dados 15 nümeros naturais maiores que 1 e menores que 1998 tais que dois quaisquer 
5 і " n . 
Solução: Entre si. Mostre que pelo menos um desses 15 números é primo. 
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£apítul, 
e EB 26. Ni 
r primo, ele tem que ter um fator primo mer que 18 
N 


Dado 1 < n < 1998, se ele não to 


қ 5 ехіз 14 primos menores que 45 (2 А 
; mo, menor que 45. Como só existem” B пе 45 (2, 3, 5, 7, M Seja, 
pormi 41, 43), е sáo dados 15 números, entáo um desses náo terá fator uim 3,1 Sm 
29, 31, 2^, "t mi 3 
Phor que т 


implicando que seja primo. 


6.7. CRIVO DE ERATÓSTENES | | | 
Crivo de Eratótenes é uma representação de números primos, em forma de tabela Р 
» de 


1. Para construi-la deve-se escrever, na ordem natural, to И o que 
x 05 


о excedam um dado inteiro n. dev 
b s inteiros compostos que são múltiplos dos 18 Meio 
pr 


ná dq 
da, eliminam-se todos O 
ШЕ Pais 


desde 2 até n e, em segui 
que p. S Ма, isto é, 2р, 3p. 4p, ... 
Exemplo: Construir a tabela de todos os primos menores que 100 


2 4 5 6 $ 

пез + бё 46 17 4 19 

Y a2 23 34 25 36 ав 29 4 
зі 32 3 34 35 36 37 28 39 49 
4| 44044 46 47 4 49 $9 
а da 53 $4 55 56 52 58 59 68 
61 ва 63 64 65 66 67 68 69 39 
7| за 73 44 35 36 29 99 79 9 
и 82 83 $4 85 96 82 98 89 90 
94 92 93 04 95 96 97 598 99 490 


Os inteiros positivos que ndo foram eliminados sào: 
2,3,5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61,67, 71, 73, 79, 83, 89, 97, 


que sáo todos os primos menores que 100. . 


6.8. PRIMOS GÉMEOS 
Sendo a c b dois inteiros positivos, denomina-se a e b de primos gêmeos se os dois sáo primos, 


positivos, impares e consecutivos. Por exemplo, sáo pares de primos gémeos: 3e 5. 5e7, 11e13, 17 
e 19, 29 e 31. Até hoje nào é sabido se existe um nümero infinito de pares de primos gémeos. 

Um fato interessante é a existéncia de apenas um terno de inteiros positivos ímpares е consecutivos que 
5йо todos primos: 3, 5 е ү 


Exemplos: 

1) (Olimpiada do Canadá-73) Prove que se p e p + 2 são ambos números inteiros primos maiores que 5, 
entáo 6 divide p +1. 
Solução: 
Como p e p * 2 são impar i 4 

Omo рие; pares e primos, então nenhum deles é divisiv sde que pep*? 
sáo primos ímpares, temos que p + 1 é par ível por 2 ou 3. Desde que P P 
Com Жл йе ` 
LE Б pst 2 são ШЕТІНЕ consecutivos, então um deles é divisível por 3. 

2 não são divisívei ã A dieief d А 

divisível por 6. isíveis por 3, então р + 1 é divisível por 3, implicando que 


p*lé 


2) Mostrar que. intei 
„se п> 3, os inteiros 

; n, n+ à i 
Ыш , n+2 e n+4 náo podem ser todos primos. 
2 os inteiros consecutivos: n, n+ 1, n*2, n*3, n* 4, n* 5 
ешеш que n, п+ 2, n+4 sejam todos uiuos d 

omo ne n+2 são pri E 

2, i Т intei 
primos, e entre 3 nümeros inteiros consecutivos sempre um deles 


3, então п+ 1 é divisi 
қ risível por 3. S 5 divisi 
absurdo, pois n + 4 Re Se n- 1 é divisível por 3 então n +3 é divisível por 3, qu 


é divisível P 
e é um 
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FAS DE INTEIROS CONSECU с Capit 
X NCIAS SUNSE JTIVOS CO! Е apítulo 2 
Рага qualquer valor do inteiro positivo n, S MFOSTOS 6. Números Primos 
TAT Seqüéncias de 
n 


s e compostos. | 
TE x 
nteiros positivos 


guinte sequência: (n + )! *2, (n* D'*3, (4 у 
ис 05 todos ге @ uA к Mi s sitivos gon, secutivos, e lem cad (n + 1)! + (a + 1) vemos 
compost? s(n*D' *j Sempre ivisível por | se 2 «j «n1. Faz ada um deles é um er 
ancia: 3, 5! +4, 5! + 5, cujos 4 termos são inteiros 422 z 

se 


mposto, pois: 


stra cáo: 
ndo à se 


41е Е 
un mos a seguinte 
utivos, sendo cada 


úmero co 
2.67 5!+3 = 123 = 3.41 51+4=124=431 ds у 
; 1+5= 125-5 


Exemplos: 


piada da Bélgica-90) Defini-se n! = 1.2.3...n. Então o número de primos p tai 
ais que: 


1) (Olim 

mel <р<77! + 77 é dado por: 

go b! 97 411 е)17 

Solução: ШИ? . 

0 conjunto dos inteiros p tais que 77! +1<р< 77! + 77 equivale ao conjunto 77! + 2 < p < 77! + 76 

ou seja, Pn * 77! + n, onde 2 < n < 76. Notemos que ра sempre é divisível por n, pois como 2 < o < 76, 
or п. Assim, nenhum pn é primo. f 


na fatoração de 77! certamente existe o fat 


2) (IMO-89) Prove que, para cada inteiro positivo n, existem n inteiros positivos consecutivos nenhum 


dos quais é uma potência inteira de um número primo. 


Solução: 
Sabemos que existe uma seqüéncia de n inteiros positivos 


(n* 1! *2, (n + 1)! +3, (n + 1)! -4,..,(*D'*n..- 
Cada um destes números é divisível por r. 


Se formarmos a seqüéncia: 
(0 2*2, (п + 1)2 +3, (п + 1)2+4,..., (п + n2+r, (nt D ntl 


Cada um destes números também é divisível por r 
12 ! 
(п +1)°+г _ (п (ema 
r 


compostos: 
(п +1)!+п+1 


Notemos que: 


r 
= nl) 
Como onfe) é inteiro, e (n + 1)! é divisível por r, então T não divide (n (t E Ja. 
r 
te 1 e— 1 dividem 1. 


ir 1, e somen 


que divide r, então (n + 1)" +re divisível por p. mas 


pois se r dividisse este valor, entáo r deveria divid 
Como para cada r podemos escolher um primo p 
náo por uma poténcia de p. 


6.10, POSTULADO DE BERTRAND: 
Para todo inteiro positivo n, existe um primo р tal que п<р<2п. 


Exemplo: 
Igum inteiro 


| Ре téncia de а 
d Prove que o produto de n inteiros positivos consecutivos (n > 2) não é uma potê 
expoente maior ou igual a 2). 
Solução: 
Seja P = 

јар kk + Ik  2).(M - DM. ne duto em fatores primos de P 
Шш 0 maior primo p < M tem expoente | na decomposição do pro teríamos 2р 5 M e, portanto, 
Қ Plicando que P não é uma potência de um inteiro) pois, caso Ue e rariamente ao fato de p Ser 
A de Bertrand, existiria um primo q tal que p <4 <2р< M. 80 

T primo que é menor ou iguala M. , . 
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Ехегсісіо5 
.nteiras € positivas da 
luções inteiras 
1) Achar 185 50. dd 

equagáo x =y 
4 
intei r +4, com 
2) Mostrar que todo inteiro da forma n 
n>1. é composto. 
termine todos 05 números primos P para os 
nA йо хз y =p possui solugào nos 
ais a equação - 
quais а equas 
inteiros positivos. 
, 3 А 
4) Mostrar que o único primo da forma n — 1 é 


7. 
: : і 
5) Mostrar que todo inteiro da forma 8" + 1, com 
n>1, é composto. 
então 3|n. 


6) Mostrar que, 56 п2+2 é primo, 


е2п + 1 e3n * 1 são quadrados 


7) Prove que 5 | 
: 5n + 3 nào é primo. 


perfeitos, entáo 
e п- 10, n* 10 е n- 60 sáo 


8) Prove que S 
+90 também é. 


primos, então n 
ergunta a um matemático quais 
linhas de ônibus que passam 
Este responde que 
ão de três 
smos 


9) Uma velhinha p 
são os números das 
pelo Instituto de Matemática. 
se lembra apenas que os números S 
algarismos distintos, cada um dos algari 
representando um número primo. Além disso, os 
números das linhas não são divisíveis por 2, por 3 
ou por 5. A velha senhora conclui prontamente 
que o número de linhas de ônibus que passam 
pelo Instituto é : i 
(d)! 


(a) 4 (b) 3 (e) 0 


(с) 2 
10) Prove que 9 quadrado de todo nümero primo 
maior que 3 deixa resto 1 quando dividido por 12. 


11) Determine todos os pri i 
1 primos p tais que 17р + 1 
é um quadrado perfeito. Т i 


м2 Prove que todo inteiro positivo é igual a 
тепса entre dois inteiros positivos compostos 
porém primos entre si. | 


13) Prov ú 

за а. е que se 3 nümeros primos, todos 

2 que 3, formam uma progressão 
1cà, então a razão da PA é divisível por 6 
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tai А 

14) сип J Sca, М4. Mimeros py 
escolhidos, aleatoriamente, r € são dipi 
5. 6, 7, 8, 9}, então o пее, 1% oun (2, Бі 
а) possui pelo menos 3 fatores prim 81105 арса.’ 
b) possui somente 2 fatores primos К 

c) é múltiplo de 3, obrigatoriament 

d) nào é divisível por 11 3 


15) (Unifor-99) Trés nümeros primos 

tais que a < b « e a.b.c = 1001. É (eaa são 
aja+b=18 b)a+c=24 bices 
d)c-b-b-a e)a.b-55 ^ 


16) (Unifor-99) O produto de dois núm 
naturais ímpares e consecutivos é 483 сн 
condições, é verdade que о SENS 
a) maior deles é um quadrado perfeito. 

b) menor deles é menor que 18. 

c) maior deles é um nümero primo. 

d) menor deles é múltiplo de 6. 

e) maior deles é mültiplo de 7. 


17) (Unifor-2000) A soma de todos os nümeros 
primos que sáo divisores de 30! é: 
a)129 b)130 c)132 d) 139 е)140 

18) (UFU-98) Se p é um nümero natural primo ea 
soma de todos os divisores positivos de р é igual a 
31, entáo p é igual a: 


a5 b7 o3 e)11 


d) 2 


números 
105? 


19) (Fuvest-96) Qual, dos cinco 
relacionados abaixo, nào é um divisor de 


а)25 b)50 c)64 d)75 e)250 


tre os quadrados de 
Um dos possíveis 
s dois números 


20) (Fuvest-98) A diferença en 
dois números naturais é 21. 
valores da soma dos quadrados desse: 


és 
a)29 b) 97 c)132 d) 184 e)232 
! р di eq são 
21) (UFC-2000) Se == , onde p 
1 1 q 
а 
3 4 А 
primos. 


nümeros inteiros positivos relativamente 


determine p * q. 


; ¡ario 
Questões de Olimpiadas — Nivel Intermedi 


22) (Sáo José dos Campos-96) 
trés números inteiros em pro 
cujo produto é um número primo: 


possível. 


he, se А 
бе piumética 


pressão 


т рапсо) Sen> 4 é um número não 
BM-8 ji (n- D! é mültiplo de n. 

€ 
Determine todos os primos que sáo 


-88) 4 
24) (QBN-8 de dois primos. 


soma € diferença 
вм-2000) O nümero 10 pode ser escrito de 
25) (0 más como soma de dois números primos: 
duas fort 5 e 10 = 7 + 3. De quantas maneiras 
=5+ 1 
d „os expressar o número 25 como uma soma 
emos €? Ne: 
de dois números pr imos? 
A)4 gi O2 D)3 


26) (OBM-2001) Quantos números de dois 


algarismos não são primos nem múltiplos de 2, 3 


ou 5? z 
A)! B3 02 D)4 E) mais de 4 


E) nenhuma 


OBM-2001) No conjunto (101, 1 001, 10 
001, ..., 1 000 000 000 001) cada elemento é um 
número formado pelo algarismo 1 nas 
extremidades e por algarismos O entre eles. 
Alguns desses elementos são números primos e 
outros são compostos. Sobre a quantidade de 
números compostos podemos afirmar que: 
A)éigual 11 

B) é igual a 4 

C) é menor do que 3 

D) é maior do que 4 e menor do que 11 

E)é3 


27) ( 


28) (Argentina-95) É possível escrever os 11 
nümeros desde 1985 até 1995 em alguma ordem 
de modo que o nümero de 44 dígitos obtido seja 
um nümero primo? 


29) (Manhattan-98) Determine todos os números 
Primos p para os quais р + 10 e p+ ]4 são 
também primos, E 


© (University of South Carolina-93) Suponha 

xs 3 * Y 520 inteiros tais que y» x» 1 e 

J Bn = 187. Entáo um valor possível de x.y é: 
936 c)40 d)42 е)54 


31) (Bri , 
void Columbia Colleges-2000) Determine 
% ын positivo k tal que (К+1)+(К+ 
“ҚК * 19) seja um quadrado perfeito. 
32) (Alb 
+ 10. 4 Competition-98) Seja S 1-£ 2-43 + 


Quantos fatores de 2 aparecem da 


a | On 
fatoração de $9 


Capítulo б. Números Primas 


33) (Canadá-92) Prove que o produto dos 
Primeiros n números naturais é divisível ela 
soma dos primeiros n números naturais o 
somente se n * | não é um número primo impar. 


34) (ProMath Competition) Considere a equação 
quadrática X * ax -b- I - 0. Mostre que se as 
raizes desta equação são inteiros não nulos, então 
а" + b^ é um número composto. 


35) (Bélgica-2001) Se x é um número primo e 


x! + y! 2 zl, onde x,y,z € No, então у= 
а) (х^ 1)/2 b)GÓ*1y2 cx 
d) xi-1 e)x^«1 


36) (University of South Carolina-90) Determine 
о nümero de pares ordenados (x, y), com x е Y 
ambos inteiros, que satisfazem a equação xi- 4y 
--3. 

а0 b)2 c)3 44 e)6 


37) (Escócia-2001) Os inteiros positivos p e q sáo 
tais que p, p+q e p *2q são primos. Prove 
que pq é mültiplo de 6. 


38) (Hungria-1923) Prove que, se os termos de 
uma progressáo aritmética infinita de números 
naturais náo sáo todos iguais. entáo nào podem 
ser todos primos. 


39) (Hungria-1931) Seja p um primo maior que 2. 


5 
Prove que — pode expresso em somente uma 


La ds fads 
forma como —+— onde x e y são inteiros 
х y 


positivos com x ? y. 


40) (Noruega-97) Sejam х e y inteiros positivos. 
O menor valor possível de |l 1x? — 7y'| é: 
a)l b)2 c)3 d)4 e)nenhum destes 


41) (Torneio das Cidades-2004) Encontre todos os 
inteiros positivos n para os quais há n sucessivos 
inteiros positivos cuja soma seja um numcro 


primo.. 
Questões de Olimpíadas — Nível Avançado 


42) (Mathematical Excalibur) Vinte oito inteiros 
são escolhidos no intervalo [104, 208). Mostre 


ois deles possuindo um mesmo 


que existem d 
divisor primo. 


2002) Mostre 
inteiros 


um conjunto 


que existe 
tendo as 


rasil- Be: 
E bol por positivos 
i propriedades: 
02 elementos. 
de qualquer qua 
lo meno 


seguintes 
a) A tem 20 
b) А soma у 
distintos de A (pe 
potência perfeita. — 
Obs: Uma potencia 
ea ebs 


ntidade de elementos 
s um) nunca é uma 


um número da 


perfeita é | 
positivos € b2 


forma a^, ond ão inteiros 
2 
ne o menor nümero 


Determi 
у 5х + 23 рага 


44) (Brasil-200 
que divide Х * 


primo positivo 
algum inteiro X. 


45) (Brasil Preparação Cone Sul-99) Prove que, 


ao expressarmos a soma 


1 1 1 1 1 Баса 
1,1,1,, ++ como uma fração 
Vr5*3*3*77109. 110 


irredutível, o numerador é um múltiplo de 11. 


2001) Mostre que se um nümero 
ado sob a forma x' — 
x e y então 


46) (Irlanda- 
primo impar p pode ser coloc 
y para alguns inteiros 


4p+1 vy! 41 "CPP ME. 
s MMC para algum inteiro Ímpar v. 


47) (Brasil Selegáo Cone Sul-2002) a) Prove que, 
para n > 1 inteiro, +22 +... a + 
ny. 

b) Seja p > 3 primo e k > 1 inteiro. Mostre que 
não é possivel escrevermos p' como soma dos 
cubos de dois ou mais inteiros positivos e 
consecutivos. 


48) (Argentina-99) Sejam а, b, c, d, e, números 
naturais consecutivos tais que ua + b * ct dt eé 
um cubo perfeito e b + c + d é um quadrad 

perfeito. Achar o mínimo valor possivel de c : 


e (Argentina-99) Seja d = a" + Б + с cor 
телче inteiros tais que a + b + c = 0. "i 
| ет se é possível que d seja igual a 2. 

) idir se é possívi sej ү 
к р el que d seja um número 


50) (México-87 

À -87) Demon 

à Fu қ stre que » 

шы (simplificadas) e м; frações 
a e um 


PUT a | 210 


inteiro, então ambas 
denominador. 


51) (Manhattan-97) Suponha que решо 
NUMerg 


primo. Mostre que o número: |+ 4 | 
231" 


y 
P 


náo é um inteiro. 


52) (Descartes-99) Se pi е р; são números pri 
distintos e А = (рр; + D-1, пае 
possui ао menos 4 divisores primos Mine A 


53) (Wisconsin-98) Determine todos os núme 
1 " ; А k ros 
primos p para os quais € possivel escrever 


La 


1 o » 
+= com inteiros positivos a e Б. 


b 


p 


54) (AIME-99) Determine o menor valor de as. tal 
que ат, аз, аз, 44. às é uma progressáo aritmética 
crescente com todos Os termos primos. 


55) (Putnam-88) Se n > 3 náo é primo, mostre que 
é possível encontrar inteiros positivos a, b, c tais 
que n = ab + bc + ca + 1. 


56) (Iuguslávia-80) Determine todos os inteiros x 
para os quais x? + 3x + 24 é um quadrado 


perfeito. 


57) (Espanha-87) Seja C o conjunto dos nümeros 
naturais C = (1, 5, 9, 13, 17, 21, ...). Dizemos que 
um número é “primo relativo a С” se ele nào pode 
ser escrito como um produto de nümeros menores 
de C. 

a) Mostre que 4389 é um membro de 


pode ser representado em ao menos dua: 
distintas como um produto de dois nümeros 


C que nào 
s maneiras 


primos relativos a C. 
b) Determine outro membro de C com a теѕта 


propriedade. 
58) (Irlanda-2002) Suponha que л seja 0 produto 
de quatro números primos distintos d. b, c, d ч 
que : 
(Da+c=d 
i) (a t b * c d) c (d- b) 
(iii) 1 + bc c d 7 bd 
Determine n. 
ermine 9 


53) (Suécia-77) Seja p um primo. Det: 
maior inteiro d tal que p° divide p! 


сопкі) Sc т é um inteiro positivo, 
1) ser а sétima poténcia de um 


DO 
sode UM 
inteiro? 


polónia-2001) Prove que para todos os 


en l А ‚ А 
inteiros п > 2 е рага todos os números primos p o 


número nº” «p^ é composto. 

ы) (Itália-2001) Dada a equação son | 
determine todos 05 pares de solucóes (x, y) tais 
que X seja um numero primo e y um inteiro 
positivo. Determine todos ов pares de soluções (x, 
y) tais que x e y são inteiros positivos. 


LX 


63) (Hong Kong-2000) Determine todos os 
primos da forma nº + 1, que são menores que 10? 
(n é um inteiro positivo). 


64) (Índia-96) Dado um inteiro positivo n, mostre 
que existem inteiros positivos x e y distintos tais 
que x+j divide y +j para j= 1, 2, 3, ..., n. 


65) (Índia-98) Sejam n um inteiro positivo e pi. 
Pa. рэ. «> Pa п números primos todos maiores que 
5 e tais que 6 divide p? + p? + p? Жат pr. 
Prove que 6 divide n. 


66) (Auckland-2001) Quantas soluções inteiras 


positivas possui a equação Ух + Jy = J2001. 


67) (Austrália-82) A seqüéncia pi. pz. р». ... € 
definida por pi = 2 e pa = maior divisor primo 
de pip...ps- 1 + 1, n 2 2, Prove que 5 nào é um 
membro desta seqüéncia. 


68) (Rüssia-64) Determine todos os números 
naturais n tal que n! nào é divisível por n. 


69) (Báltica-94) Seja p > 2 um número primo e 1 
+12 + 33 +. + 1р – 1) = min, onde men 
São primos entre si. Mostre que m é múltiplo de p. 


7 (Báltica-96) Sejam а, b, c, d inteiros positivos 
tais que ab = cd, Prove que a * b * c + d não é 
primo, 


7) (Torneio das Cidades-96) Existe um inteiro n 
Que os trés números: 

e n, n+96; 
n= 1996, n, п + 1996 são primos (positivos)? 


A a O IA 


72) (Tomeio das TIRES ее ы 
^) Cr das Cidades-2004) Uma progressáo 
En finita de nümeros inteiros tem. Vm 
oma uma poténcia de dois. Prove que o nümero 


de te mos n rogressáo tai 
a progress t em c 
1 mbém uma potencia 


73) (Cone Sul-94) Pedro e Cecília participam em 
um jogo com as seguintes regras: 

Pedro escolhe um número inteiro positivo a e 
Cecilia ganha o jogo se encontra um número 
inteiro positivo b, primo com a, tal que na 
decomposição em fatores primos de @ + p 
aparecem pelo menos três fatores “primos 


distintos. Demonstrar que Cecília sempre pode 
ganhar. 


74) (Cone Sul-99) Achar o menor inteiro positivo 
n tal que as 73 frações 


19 20 = 21 sejam todas 
A аза 
irredutíveis. 


75) (Iberoamericana-99) Seja B um inteiro maior 
que 10 tal que cada um dos seus dígitos pertence 
ao conjunto (1, 3, 7, 9). Demonstre que 5 tem 
fator primo maior ou iguala 11. 


76) (IMO-69) Prove que existem infinitos inteiros 
positivos m, tal que nº + m não é primo para todo 
inteiro positivo n. 


77) (IMO-70) Determine todos os inteiros n tais 
que o conjunto (n, n + lin t 2, п+ 3, n + 4. п i 
5} pode ser particionado em dois subconjuntos tal 
que o produto dos nümeros de cada subconjunto é 
igual.: 


78) (IMO-79) Sejam m e n inteiros positivos tais 
m |o E __1 P 1 

que — 2 3 4 " 1318 1319 

Prove que m é divisível por 1979. 


80) (Seletiva Brasileira Cone Sul-2004) Ache o 
menor número de elementos do conjunto (1, 2, 3, 

, 24) que devem ser apagados para garantir 
que o produto dos elementos restantes seja um 
cubo perfeito. 


81) (Torneio das Cidades-98) Existem 10 inteiros 
positivos tais que nenhum é dividido por outro, 
mas o quadrado de cada número é dividido por 
cada um dos outros números? 


de 


MÁXIMO DIVISOR COMUM берінігі moc o nyp - | 


Sejam a € b dois inteiros não simultaneamente nulos (a + 0 
ou b=0).0; 
m -Oin 
teiro 


74. DEFINIÇÃO: 
é o máxim 
e djb 


по divisor comum de a e b se: 
(2) cla € c|b => cld. 

1) garante que d é um divisor comum de a e b e a condicà 

visores comuns de a e b. P гэ, ição (2) afirm 

bastante comum é (a, b). 


positivo d 
(1) dia 

Observa-se que à condição ( 
é o maior dentre todos os di 
Uma outra notação 


or mdc (a indica-s aa f 
c (a, b) indica-se o máximo diviso a Que d 

1 т comun 
m 


entre a e b. 

Observações: 
(i) тас (a, b) = mde (b. a) 
(ii) mde (0, 0) nào existe 

(iii) тас (а. 1) = 1, рага qualquer inteiro а 

(iv) se a #0. então mdc (a. 0) = lal 

(у) sea! b, então mdc (a, b) = lal 


UNICIDADE DO MDC 
iros náo simultaneamente nulos (a = 0 ou b 0), então existe e é únic 
00 


m que existem os inteiros x e y tais que mdc (a, b) = ax + by isto é 
‚9 


linear entre os valores deae b. 


72. EXISTÉNCIA E 

Sendo a e b dois inte 
тас (а, b). Afirma-se també 
mdc (a, b) é uma combinação 


MOS ENTRE SI 

s inteiros que nào são simultaneamente nulos (а + 0 ou b % 0). pode-se afirmar 
somente se o тас (a, b) = 1. Conclui-se, portanto, que dois inteiros a 
divisores os inteiros le-l. E 


7.3. INTEIROS PRI 
Sendo a e b doi 
ао primos entre si se e 


que aebs 
entre si somente admitem como 


e b primos 
nteiros náo simultaneamente nulos (a + 0 ou b + 0). Os inteiros a e b 
ue ах + by - l. 


Sejam a e b dois i 
istem inteiros X € Y tais 4 


ente se ех 


7.3.1. Teorema: 
sáo primos entre si se e som 


D emonstração: Жа mo 
(=) Seas b sáo primos entre si, então o mdc (а, b) 


xistem inteiros х e y tais que 


= 1 e por conseguinte € 


“ах by =1. a : 
(=) Se existem inteiros X € Y tais que ax + by = 1 eseo 
тас (a, b) = d; então dia e db. : ne 
lica que d= 1 ou тас (a, b) = 1. isto é, a e b sáo primos 


Logo, d| (ax +by) е dll, o que imp 


; entre si. 


_7.4, PROPRIEDADES 
(1) Se o mdc (а, b) = d, entá 


Demonstração: 
Se mác (a, b) = d então ax + by=d > (ах + (b/d)y 


оо mde (a/d, b/d) = 1. 


2] = mde (a/d, b/d) = 1. 


(2) Se а [Б eseo mde (b, с) = 1, então о тас (a, c) = 1. 


: Demonstração: 
Se mdc (b, c) = 1 então bx + cy = 1. Se a | b então b = ak: 


“Logo (ak)x + cy =1 “=> a(kx) + су=1 => mde (a, c) = 1. 


(3) Se ajc se be ese o mdc (а, b) = 1, então ab | с. 


Demonstracáo: 
Sealcebjcentãoc=kaec=ab. 


E | 
xt > kx + иу) = КЮ => 


| Se mde (а, b)=1entáioax+by=1 = 
'abc(kox + куу) =abkiko > abelkax+kiy)=0" > ab(kx+ky)=0 > ab | 
1y) > = abic. 
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uu CLA —— 
ее” Capítulo] Исем | 


ge mde (® be 


T 
TI нсіз mdc (a, с), então o mde (a, bo) = T. 
se ái 
C onst шары, EE d 
pe с @ Ы) = 1 entào ах y e se mdc (a, с) = 1 então az + cw = ps 
5 М + byXez 7 cw) = a(axz + бул + exw) + be(yw) = a(m) + be(n) => mdc (a bc) = 1 
1 * ^ Sz In. 
"T тіс (a. be) = 1, então mde (a, b) = 1 = mdc (a, c). 
5 s 
monstração: ПИСЕ? x: ; 
pe у= 1 então ax * bey = 1 => l=ax+b(cy)=ax+c(by) > н 5 i 
g ж с (а, с). | 


m Euclides) бе а | be ese o mde (a, b) = 1, então а | с. 
Demonstração: В 
sea] be entáo bc = ka. Se тас (a, b) = 1 então ax +by=1 => aex+bey=c => acx+kay=c > 


дех+ Ю)=© > alc 


т тйс (a. bs с) = mde (mde (а, b), c). 
Demonstração: 
ge d = mde (a, b. c) então ax + by + cz = d. 

ge mde (a, б) = d’ então existem inteiros m e n tais que am + bn = е d’ é ó menor valor que podemos 
obter em uma combinação linear de a e b. Qualquer outro valor que podemos obter como combinacáo 
linear de a e b deve ser múltiplo de d'. Logo: ax + by = d'k, 

assim: @ = ax + by + са — d" = mde (4, c) = тас (mde (a, 


Й 


Ы), с). 


15. CÁLCULO DO MDC A PARTIR DAS FATORACÓES CANÓNICAS 

Suponha que seja pedido o cálculo do mdc de alguns inteiros. Uma maneira prática é utilizando a 
fatoração canônica destes inteiros. Inicialmente deve-se: fatorar em fatores primos todos os inteiros. O 
mác destes valores é igual ao número que obtém tomando os fatores primos comuns a todos os inteiros 
elevados aos respectivos menores expoentes. 

Por exemplo, para calcular o mdc de 2 
fatores primos comuns a todos os inteiros, ou seja, 2 
primos nos inteiros. Desde que o menor expoente de 2 nos inteiros 
inteiros é 2, temos que mde (23:52, 235972 е 21315213) = 2252, 


24362 2245 444 — 
375 29 T? e 243452134 devemos observar quais são os 
e 5, e depois tomar os menores expoentes destes 
é 2 e o menor expoente de 5 nos 


Exemplos: 


1) Demonstrar que, se а |с, se b|c eseo тас (a, b) = 4, então ab |cd. 

Solução: 

Se ale e ble temos: с= К.а e c- kb 

$e тіс (а, b) - d => ax+by=d => acx+bey=cd > akıbx + bkiay = cd = 
(х + ky)=cd => ab|cd. 


2) Qual é a soma dos dígitos do menor inteiro positivo que é divisível por todos os inteiros de 1 até 10 


(inclusive)? 

Solução: 

que né divisível por 1, 2, 3, 4, 5, б, 7, 8, 9 e 10, entáo n é um múltiplo de mde (1,2,3. 4,5,6,7,8,9 
©10)= 22325,7 = 2520. Desta forma, o menor valor de n é 2520, cuja soma dos dígitos é 9. 

3) (PUCMG.2003) O maior número que divide 200 e 250, deixando сото restos 15 е 28, 
F'spectivamente. é: 


Mug, М c) 57 d) 67 
Sei ? = 
Sê no número pedido, Assim: 200 = n.qı + 15 е 250 = n42 + асы аа MA 
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m — Capitul 
я cs implicam que п divide 185 e n divide 222 e deve ser o maior pos Mg 
` Ogo, 


Estas últimas expressõ = 
iens que n = mde (185, 222) = тас (5.37, 2.3.37) = 37. 


2003) O produto de 2 números, náo primos entre si е 990, entáo o máximo divisor т 
um 


4) (PUC/PR- 
entre eles é: 
a2 b3 o95 99 9! 


Had 990 = a b2232511. 


Segundo o enunciado: ab- | | 
Como o único fator primo da fatoração de 990 que possui expoente > 1 6 3, entáo mdc (a, b)-3. 


5) (Mackenzie-2003) Nas últimas eleições, trés partidos políticos tiveram direito, por dia. a 90 s, 10% sE 
144 s de tempo gratuito de propaganda na televisáo, com diferentes números de aparigóes. O tempo de 
cada aparição, para todos os partidos, foi sempre o mesmo e o maior possível. A soma das aparições 


diárias dos partidos na TV foi de: 

a)15 b)16 c)17 419 е)21 

Solugáo: | 

Seja t e IN o tempo de cada aparição. Assim, existem x, y, Z € IN tal que t.x 7 90, ty=108etz=144, 
Assim concluímos que t divide 90, 108 e 144 e é o maior valor possível, ou seja, t = тас (90, 108, 144) 


= mde (2.32.5, 22.35, 21.3?) = 2.33 = 18. 
Logo:x=5,y=6c2=8 > x+y+z=19, 


6) (OBM-2000) Qual é o maior inteiro positivo и tal que os restos das divisões de 154, 238 e 334 porn 


são iguais? 


Solução: 
Dois números deixam o mesmo resto quando divididos por n se e só se sua diferença é múltipla de n. 


Logo, as diferenças 238 - 154 = 84 e 334 — 238 = 96 são ambas múltiplas de n. Como n é o maior 
possível, concluímos que n deve ser o maior divisor comum de 84 e 96, que é 12. 

7) (Olimpíada da Bélgica-2001) O máximo divisor comum de 878787878787 e 787878787878 vale: 
а)3 b)9 4)27 d)101010101010 е) 303030303030 : 

Solucáo: 

Perceba que: 

878787878787 = 87(101010101010) = 29(303030303030) 

787878787878 = 78(101010101010) = 26(303030303030) 

Como тас (29,26) - 1 => тас (878787878787, 787878787878) = 303030303030 


8) (Olimpíada da Rüssia-61) Dados а, b, p inteiros arbitrários, prove que sempre existem primos 
relativos m e п, tal que (am * bn) é divisível por р. 

Solucáo: 

Dividamos inicialmente a e b рогр:а=хр+г e b=yp+r 

Assim: am + bn = mxp + mr, + nyp + nr; = p(mx + ny) + mr, + nr 

А vi mdc e r2) = mdc (rud, r/d)2] > mde (- ri/d, r/d) = 1 

“azendo m = rd e n = — rd, temos que - | 

шз ыс vã, temos que mri nr; 20 > am+bn= p(mx + ny) > p|am + bn. 


?) Prove que se m e n são nú 
m en são números naturais e m é imn; s 
solução; ais e m é impar, então тас (2" — 1,2" + 1)=1. 


'eja d o mde entre 2™— 1 e 2" sí 
"T kde] 2" 1. Como d é íimpare 2". = ка Y+l=pd > 


29" = Mn = kd + 1)" = n n- 
( Y = (kd)" + n(kd) ld) +1 = dign! po gn +nk]+1 2 


P=1d+] 


nalogamente: 2n m mn = 
Q)'s 2" 5 (pd — 1ynz yg — | pois m é impar 
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¡=ud-1 > du-)=2 > 4|2 > d=1 poisdé impar 
dt!” 


t 
‚^^ " à Т, sào primos 
do inteiro positivo n, seja T, 227 +1. Mostre que se m £n, então Tm е Tn P 
to 
10) Para 
relativos: 
solução: n n- " NE T -2)= 
Ah os que: Ta -2= 27 = fe E | -l= (Т. = -l= ER 27,4 ae nai ( Г, -I ) 
шен 4 sestal Ё -2)=1 sli Tos 
2T Tia = 2)=..= Tod n2 Ti Ty (Tg 2) Г, Ta 1^0 T, ê impar. 


todo n. Desta forma, todo divisor comum de Tm e T, deve dividir 2. Mas como cada 

pi Tm e Ta São primos entre si. 
e 
11) Mostrar que o тас (5n + 6, 5n + 8) = 1, onde n é um inteiro impar. 

1 30: ЕСА 
ливі > 5n+6 е 5п +8 também são ímpares => тас (5n + 6, 5n ж 8) cumpar 
c ре с (^ 2 
Se d= тйс (5n + 6, 5п + 8) => d|(Sn+8)-(5n+6) > 4|2 => d=1 pois 4 é impar. 


12) (Olimpíada do México-88) Se a e b são dois inteiros positivos primos relativos e n é um inteiro, 
prove que o máximo comum divisor de a^ + b° — nab e a+b divide n+2. 

lução: 
seja d = тіс [(а + b), (a! + b^—nab)] = a+b=kid e a^ +6? – nab = k.d 
Se d|(a* b) e 4|(а2+ 2 паБ) > d|(a+b)?-(a?+b?-nab) > d | ab(n * 2) 
Como a е b são primos entre si е d| (a+b), então d não divide nem a e nem b. Deste modo, temos 
que d | (n + 2) 


13) (Olimpíada do Ceará-2000) Cinqüenta bolas, numeradas de 2 a 51, devem ser colocadas em 5 
caixas, de modo que o máximo divisor comum (m. d. c) dos nümeros de duas bolas quaisquer de uma 
саха nào seja o nümero correspondente a uma bola desta caixa. Quais são as bolas de cada uma das 5 
caixas? Justifique. 

Solução: 

Dados dois números inteiros positivos distintos (a e b; а > b), tais que um é múltiplo do outro, temos que 
m.d.c. (а, b)=b ea 2 2b. Assim, é fácil ver que: 

a) As bolas de números 2, 4, 8. 16 e 32 devem estar em caixas diferentes. Suponhamos, então, que essas 
bolas estejam respectivamente na primeira, segunda, terceira, quarta e quinta caixa; 

b) Entre 32 e 63; 16e 31; 8e 15:4 e 7, eentre2e3 nào existem dois nümeros tais que um seja mültiplo 
do outro. Logo, uma maneira fácil de repartir essas bolas, de acordo com o enunciado, seria: 


[Caixas Bolas 


| [2.3 > 2 bolas 
Е 4. 5,6,7 > 4 bolas 
8.9, 10, 11,12, 13, 14, 15 | = 8 bolas 
16, 17, 18, 19, ..., 30, 31 => 16 bolas 


35233,3435, 50.31 _| = 20 bolas 


WES D 


Capítulo } м, 
А De e M, 
Me 


ORITMO DE EUCLIDES 
cessitamos do seguinte resultado. 


Igoritmo de Euclides, ne 
os positivos C а= ъа ‘т. сот 0<r< b. Então mdc (a, b) = 


7.6. ALG 
A fim de demonstrar 0 à 
a: Scjam a € b dois inteir 


mde (b, p 


Teorem 
Demonstração: 
Com efeito, se а= bq+r > 1527 bg. 5 
Assim, k | 1, OU seja, k é um divisor co 
imediatamente que todo divisor de comum di 
Desta forma, 0 conjunto dos divisores comuns 
e de r. Logo. mdc (a. b) = тас (b. г). 


eja k um divisor comum deacb => klaekj¡b 

mum de b e ғ. Reciprocamente, como a - б> 

e b e de r é divisor de bedea. 

de a e de b é igual ao conjunto dos divisores comuns q 
. eb 


* f, vem 


com a > b. Usando sucessivamente o algorit 
mo 


Algoritmo de Euclides: Sejam a € b inteiros positivos, 


da divisão: 


а= bq + bi. 0 <b <b, 
b = b1q2 + bz. 0<b:<bıi, 
by = baga + 03, 0 <b; < bz, 
MPs РЕВ 


ba-2= ба-а + bo, 
bn- p Dn qn + І. 

Entáo тас (a, b) = bn. 
Demonstração: ` 
Inicialmente notemos que O 


b. « b; vemos que esse pro 
estritamente decrescente de inteiros positivos e há 
Pelo Teorema anterior, mdc (a, b) = тас (b, by) = тас (bi; b)= 


Entretanto, mde (ba - 1, ba) = bi, ú 


processo acima realmente chega ao fim. De fato, como 0 < bn < ba-1 <... < 
cesso não pode repetir-se indefinidamente, pois temos uma sequência 
um número finito de inteiros entre 0 e b. 

тас (bz, b3)= ..: = тас (b, 1, bn). 


pois ba-1 é um múltiplo de ба, 0 que conclui a demonstração. 


Exemplos: 


1) Aplicar o Algoritmo de Euclides para calcular тас (243, 37). 
Solução: 
243 = (37)(6) + 21 
37 = (21)(1) + 16 
21 = (16)(1) + 5 
16 = (5)(3) + 1 
5 = (1)(5) 
Assim, temos que тас (243.37) = V. 
2) Os inteiros positivos m е п são tais que mdc (т, п) = d. Mostrar que тас 2"-1,2^- 1)= 21-1. 
Solucáo: i 
Seja m = nq + r. Sabemos que а" р = (2^- 1)(2™97 D + 29- D+ ^ 
. ... ia a Ж ies * + 
posl todo divisor comum de 2" — 1 e 2" – 1 também dividirá 27-1 ч 
nalogamente, os divisores de 2" — 1 e 2' — 1 também divi | 
А \ 2 - ém dividem 2" — 1 i 
comuns de 2" — 1 e 2" — 1. Deste modo тас (2" — 1, 2" — 1) = тас (2" – 1 Y D ұл 
Aplicando o Algoritmo de Euclides: à ен 


bém sáo divisores 


m=nq+r 
птга trn 
r=r,q2 +12 
Tn-1=Ynqn+1 Onde г, = mdc (а, b 
Assim: d nd 
Q"-1,2^-1)-Q"-1,2'-1)7 
)-(2 1,2 )-Q'-1,2 21) 2, = Q7 1,271) e 202 p= 299 1 
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а. Hi 


mittentes di 


іт = 6a; 
Mínimo Múltiplo Comum tulo 7. MDC 0 MME 


e ne e b dois inteiros diferentes de zero (a = 0 e b = 0), defini К 
múltiplo comum de a e b o inteiro positivo m (m > 0 iefao à : 0), defini-se mínimo 
(Dalm e bim | ) que satisfaz às seguintes condições: 

(2) se alc ese b|c, com с>0, então т <c. 


Observa-se que a condição (1) garante que m é um múlti 
s ara m plo comum d i 
m é o menor dentre todos os mültiplos comuns positivos de a e b. “. M a yua iine 
múltiplo comum de a e b. БЕ d NEUE 
Como o produto ab é um dos mültiplos comuns de a e b, temos que: mmc (a, b) < [ab 

Nota-se também que, se a | Б, então mmc (a, b) = |Ы. E | о: 


7.8. CÁLCULO DO MMC A PARTIR DAS FATORAÇÕES CANÓNICAS 

Suponha que seja pedido o cálculo do mme de alguns inteiros. Inicialmente deve-se fatorar em 
fatores primos todos os inteiros. O mmc destes valores é igual ao número que obtém tomando todos os 
fatores primos existentes nas fatoracóes canónicas dos inteiros elevados aos respectivos maiores 
expoentes. Por exemplo, para calcular o ттс de 223252, 27557? e 24345213! devemos observar quais são 
os fatores primos existentes nestes inteiros, ou seja, 2, 3, 5, 7 e 13, e depois tomar os maiores expoentes 
destes primos nos inteiros. Assim, temos que mmc (223252, 2/557? е 231513) = 23 


Exemplos: 


1) (UFRN-2005) Uma espécie de cigarra que existe somente no leste dos EUA passa um longo período 
dentro da terra alimentando-se de seiva de raízes, ressurgindo após 17 anos. Em revoada, os insetos 
dessa espécie se acasalam e produzem novas ninfas que iráo cumprir novo ciclo de 17 anos. Em 2004, 
ano bissexto, os EUA presenciaram outra revoada dessas cigarras. O próximo ano bissexto em que 
ocorrerá uma revoada da futura geragáo de cigarras será 


a) 2072. b) 2068. c) 2076. d) 2080. 

Solucáo: 

O tempo que se deve passar até o próximo ano bissexto com revoada deve ser o menor múltiplo de 4 e 
17, ou seja, igual ao mmc (4, 17) = 68. Portanto, o próximo ano 6 2004 + 68 = 2072. 


2) (UFRN-2001) Para os festejos natalinos, uma fábrica de doces langará uma caixa de chocolates. O 
número de chocolates poderá ser dividido igualmente (sem fracioná-los) entre 2, 3, 4, 5 e 6 pessoas, nào 
havendo sobra. O menor nümero de chocolates que essa caixa deverá conter será: 

а) 180 b) 120 c) 60 d) 30 

Solução: 

O número deve de chocolates deve ser múltiplo de 2, 3. 4, 5e6. 

O menor valor é igual a mmc (2, 3, 4, 5, 6) = 60. 


3) Suponha que trés planetas descrevem órbitas circulares em torno de uma estrela com períodos 30, 50 
e 84 anos, respectivamente. Dentro de quantos anos estaráo, pela primeira vez, nas mesmas posições que 
ocupam agora em relagáo à estrela? 

Solugáo: 

Note que o primeiro planeta volta a ocupar a posição original depois de uma quantidade de anos que seja 
múltiplo de 30, o segundo planeta depois de uma quantidade de anos que seja múltiplo de 50 e o terceiro 
depois de uma quantidade de anos que seja múltiplo de 84. Assim, estes 3 planetas ocupam 
simultaneamente a posição original depois de quantidade de anos que seja múltiplo de 30, 50 e 84, sendo 
о menor destes valores o mmc entre 30 = 2.3.5, 50 = 2.5! e 84 = 22.3.7, que vale 2*.3.5".7 = 210 anos. 


9 алашы inteiro a>2 tal que: 2 |а, 3|(a * 1), 4|(a*2), 5|(а%3) e 6] (а 4). 
olução: 
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Capítulo 7. M, 
ife e жаи. DEDI) 9 alesy c e o а=З(ху-1у+2 d 
Hn4la*2) s a 77 айуу i ce dA pepe l)e cm Race чүге) 
msia+3 > а+3 = 5х > a=5x4-3 > а= 5(х4=1) +2 => а-2 = 5(х;- 1) 
él es 110 2% а=бху-4 > ded el tA => mese conc) 
^ é divisivel por 4,5 e 6, então o menor valor que pode assumir а-2 éo mínimo múltiplo 
6) >» a-2=60 = a=62. 


Como а= = р 
comum entre 4. 5 e 6. Assim: а— 2 = mmc (4. 5, 
5) (Mackenzie-2004) Os números compreendidos entre 400 e 1500, divisíveis ao mesmo tempo por 18 


75, têm soma: 
a) 1600 b) 2350 c) 1350 d) 2700 e) 1800 
Solução: 


Os números 
1500 os múltiplos de 450 sã 


divisíveis ao mesmo tempo por 18 e 75 são divisíveis por mmc (18, 75) = 450. Entre 400 e 
o: 450, 900 e 1350, cuja soma é 2700. 

6) (PUC/MG-2005) O mínimo mültiplo comum dos nümeros naturais 8, 4.3" е 30 é 360. Е CORRETO 
afirmar que о nümero n pertence ao intervalo fechado à esquerda e aberto à direita: 

a) [0, 2[ b) [2, 4 с) [4. 6 d) [6, 8[ 
Solução: 

Fatorando obtemos mmc (22, 22.3", 2.3.5) = 22.32.5. Os fator 
e 2.3.5. Entretanto, como à maior potência de 3 que existe e 
devido à 22.32, Assim, devemos ter n = 2. 


o possui 1000 andares, 


es 2? e 5 do mmc são devidos os números 2º 
m 23 e 2.3.5 é 3, então o fator 3° do mmc 6 


excluindo-se o térreo. Do andar térreo partem 


7) (OBM-99) Um edifício muito alt 

5 elevadores: O elevador 4 pára em todos os andares. O elevador B pára nos andares múltiplos de 5, isto * 
é. 0, 5. 10, 15, ... O elevador C pára nos andares mültiplos de 7, isto é, 0, 7, 14, 21, ... O elevador D 
.. O elevador Е pára nos andares mültiplos de 23, 


pára nos andares múltiplos de 17, isto ё, 0, 17, 34, 51, . 
isto é, 0, 23. 46, 69, ... 
a) Mostre que. excetuan 


do-se o andar térreo, nào existe nenhum andar onde param os 5 elevadores. 
dares onde param 4 elevadores. 


b) Determine todos os an 
Solução: 
a) O elevador B pára nos múltiplos de 5. O elevador С pára nos múltiplos de 7. O elevador D pára nos 
múltiplos de 17. O elevador E pára nos múltiplos de 23. 

23 são números primos. para que todos parem num mesmo andar, este tem que ser 


Como 5. 7. 17 e 
múltiplo de 5 x 7x 17 x 23 = 13685e0 
b) Para que num andar parem exatamen 
dos restantes. 

B, C e D param nos mültiplos de 5х7х17-595 
B, C e E param nos múltiplos de 5 x 7 x 23 = 805 
В, De E param nos mültiplos de 5 х 17х23 -1955 


C. D e E param nos múltiplos de 7 x 17 x 23 = 2737 
Logo, os andares onde param 4 elevadores são o 595 e o 805. 


prédio só tem 1000 andares. 


te quatro elevadores, devem parar A, que pára em todos, e trés 
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Capítulo 7. MDC e MMC 


7.9. RELACÁO ENTRE MDC E MMC 
Teorema: Sejam a e b dois inteiros positivos, então: [ае а, b). mme (a, b) = ab 


Demonstração: 
Seja mde (a, b) - d e mmc (а, b) = m. 
Como a|a(b/d) e b | Қа/0), segue-se que ab/d é um múltiplo comum de aeb. 

Portanto, existe um inteiro positivo K tal que alvd = mk, ke N, o que implica: ad=(mbk e b/d 
= (mía)k, isto é, К é um divisor comum dos inteiros a/d e b/d. Mas, a/d e b/d são primos entre si, de 
modo que k= 1. Assim sendo, temos ab/d=m ou ab- dm, istoé ab тас (а, b).mmc (а, b) 


Exemplos: 


1) Determinar os inteiros positivos a e b sabendo que ab = 4032 e mmc (a, b) = 336. 

Solugáo: 

I) тас (a. Б). mmc (a, b)=ab = [тас (a, b)1[336] = 4032 = mde (a, Ы) = 12 

Se mac (a. b) = 12 então existem os inteiros D е q. primos entre si, tais que а= 12р e b=12q 

I) ab = 4032 => 144р4 = 4032 = ру 28 

Como p e g são primos entre si, então existem duas possibilidades: p=4 e 4-7 ou р=1 е 4528 
Então: p^ 48 e q7 84 ou p=12 e q=336 


2) (Unicamp-2003) Sejam а e b dois números intciros positivos tais que тас (a, b) = 5 e o mmc (a, b) = 
105. 

a) Qual é o valor de b se a = 35? 

b) Encontre todos os valores possíveis para (a, b). 


Solucáo: 

a) Como ab = тас (а, b).mmc (a, b) então 35.b = 5.105 > 8-15. 

b) Se тас (a, b) = 5 então a = 5a’ e b  5b', onde тас (a,b)=1. 

Logo: ab = тас (а, b).mmc (a, b) => 5а'.55'= 5.105 > a'b'-21 > аһ = 37. 
Existem (a menos da ordem) duas possibilidades: 

ia'-1eb'237 > a=5eb= 105. 

ija'=3eb'=7 > a=]5eb=35. 

Assim, todos os pares ordenador são (5, 105), (105, 5), (15, 35) e (35, 5). 


3) (Olimpíada da Rússia-95) Para dois inteiros positivos m e n, seja mmc (m, n) o minimo múltiplo 
comum de m e n e mdc (m, n) o máximo divisor comum de m e n. Se mmc (m, п) + тас (m, n) = m * n, 
entáo prove que um dos números m e n é múltiplo do outro. 


Solucáo: 
Seja d = mdc (m, n), ou seja, m = dm, e n= dni, para my e ny inteiros primos entre si. 


Como mmc (т, n).mdc (m, п) = т.п > mme (т,п).4- пип > ттс (m, n) = атут 
Assim: mmc (m, п) + тас (т, п) = т+п > mind+d=md+nd > mn+l=m+n > 
mn -m-nan+1=0 > (mi-1)ni-1)70. 

Assim, temos duas opções: 

iim=1 => m=d > mdividen 

lin =1 > n=d > ndividem 
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capitulo 7 


Exercícios - MDC 


se n7 abc * l. entáo о 


1) Demonstrar que. 
b) = mdc (n. c)=1. 


тас (n, a) = mdc (п, 


2) Os restos das divisões dos inteiros 4933 e 
4435 por um inteiro positivo n são 
Achar o inteiro n. 


respectivamente 37 e 19. 


dois inteiros positivos pelo seu 


3) Dividindo-se 
dos quocientes obtidos é 8. 


mdc, a soma 
Determinar os dois inteiros, sabendo que a sua 
soma 6 384. 

4) Sabendo que o тас (n, 54) = тас (n, 126) = 6, 


calcular o inteiro n. 


5) O mdc de dois inteiros positivos é 10 e o maior 
deles é 120. Determinar o outro inteiro. 


6) Determinar os inteiros positivos a e b sabendo: 
а? —Ъ? = 7344 e mdc (a, b) = 12 


7) О тас entre a € 60 é 15. Se a está entre 256 
50, calcule a. 


8) Calcular mdc (5a * 7b, 2a * 3b), sabendo que 


тас (a,b) = 3. 


bendo: 


9) Achar o mdc (a. b) sa А 
= 26,3.7*.11?.195.237 


а = 220.52'.19.23° e b 


10) Em um parque de diversóes pode-se entrar а 


todos os jogos com os mesmos vales. Cada jogo 
custa uma certa quantidade de vales, segundo seu 
preco. Existem jogos de R$0,90, de R$1,50 e de 
$2.10. Qual é o prego de um vale, se a quantidade 
de vales que sáo usados 6 a menor possivel? 


11) Sejam a € b dois números naturais, náo 
primos entre si, cujo produto é 420. Determine o 
máximo divisor comum de a € b. 


12) Demonstre que para todo, n e N, 30n +7 e 
21n + 5 sáo primos entre si. 


13) Demonstrar que 0 тас (п + К, К) = 1 see 
somente se o mdc (п, К) = 1. 


14) Demonstrar que, 5е а [bc eseo тас (a, b)= 
1, entáo a|cd. 


15) O тас (a, 4) = 2 = тас p a OC y 
que o mdc (a + Б. 4) = 4. 9% 4, Бат НКЕ 
Тат 


16) Demonstrar que mdc (a, b) = 
implica mdc (a, b) = mdc (a, b, с), mde (a, ©) 
17) Prove que mdc (а, b, c) = 


тас (a, c)). mde (mde (a, y 


), 


18) Sejam a e b inteiros positivos reais 

é um quadrado perfeito e о тас (a ne ab 

Demonstrar que a e b são quadrados pe do L 
5. 


19) Sejam a, b, с, d (b = d) inteiros tais que o 
тас (а, b) = тас (с, d) = 1. Mostrar que a som 
a/b + c/d não é um inteiro. 3 


20) Provar que, dados 5 números compostos 
menores que 100, existe ao menos dois que não 


são primos entre si. 


21) Para cada temo de inteiros positivos (a, b, c) 
tais que а + b? = c? considera-se о numero n = 
a.b.(b? — a”). Achar o maior número natural que é 


divisor comum de todos os números n 


considerados. 


22) Determine todos os valores possíveis para 
тас (nº + 1. n^ + 2), para todo n. 


23) (UFG-2005) Uma confecção atacadista tem 
no seu estoque 864 bermudas e 756 calças e 
deseja vender toda essa mercadoria dividindo-a 


s, cada um com ni bermudas e m 


em pacote 
pega no estoque. 


calgas, sem sobrar nenhuma 
Deseja-se montar 0 maio número de paco 
nessas condições. Nesse caso, O número de peças 
n (п = n, + n2), em cada pacote, deve ser igual a 
a)9 b)12 с)15 4)18 e)20 


24) (UFAC-2002) Dado o nümero inteiro à 7 
111222. Podemos afirmar com certeza que: 
a) a é mültiplo de 5. b) a não é múltiplo de 6. 
c) mdc(a,2)=3. d) mdc (a, 3)=3- 


e) mmc (a,6) 76. 


possível de 


úmero 
r um 


pode dividi 
105 m? 


25) (UFSC-95) Qual o menor n 
quadrados iguais em que Se 
retângulo cujos lados medem 30 те 
e b são 


26) (PUC/MG-97) Os números naturais à wet 
tais que ab = 25315 e аъ = 0,4. O má 


divisor comum de a e b é: 
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(est 


a)6 b)8 c)IO d)I2 с)30 

27) (Vunesp-2001) Durante шп evento, о 
organizador pretende distribuir, como brindes, а 
alguns dos participantes, caixas (kits), com mesmo 
conteúdo, formado de camisetas e chaveiros. Sabe-se 
que ele possui exatamente 200 camisetas e 120 
chaveiros. 

a) Decomponha os nümeros 200 e 120 em fatores 
primos. 

b) Determine o número máximo de caixas, com 
mesmo conteüdo, que o organizador conseguirá 
formar utilizando todos os chaveiros e camisetas 


disponíveis. 


28) (UFU-99) Se o máximo divisor comum entre os 
nümeros 144 e (30)? é 36, em que p é um inteiro 
positivo, entào o expoente p é igual а: 

a)l b)3 c)4 d)2 


29) (UFU-2000) Considere a função f: N > N, 
(onde N representa o conjunto dos números naturais) 
dada por f(n) = mdc (2n + 4, 4n + 2). Entáo, o valor 
mínimo de Ғе igual a: 
a4 М1 c)6 42 e)8 

30) (UFV-2002) Sejam m e n nümeros naturais 
com máximo divisor comum diferente de 1, e tais 
que o produto entre eles seja igual a 840. Sobre os 
nümeros m e n é CORRETO afirmar que: 

a) um é par e o outro é ímpar. 

b) tém mdc igual a 3. 

C) sào nümeros pares. 

d) são números ímpares. 

€) tém mdc igual a 5. 


31) (Fuvest-95) O produto de dois números inteiros 
positivos, que náo sáo primos entre si, é igual a 825. 
Entáo o máximo divisor comum desses dois 
números é: 


a)l b)3 e) 15 


c)5 dll 
32) (Fuvest-2002) Maria quer cobrir o piso de sua 
sala com lajotas quadradas, todas com lados de 
mesma medida inteira, em centímetros. A sala é 
retangular, de lados 2 m e 5 m. Os lados das lajotas 
devem ser paralelos aos lados da sala, devendo ser 
* - Utilizadas somente lajotas inteiras. Quais são Os 
Possíveis valores do lado das lajotas? 


33) (ESA-2001) A forma fatorada de um número 
natural x é 22. 3, 5? e a forma fatorada de um 
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«5.7. Ема m 
cd бай ntão, podemos 

b) 120 c)840 Ф 3600 е) 5880 


número natural y ¿2% 3 
afirmar que o MD 
a) 102 


5 Pen=2 
18.900, entáo os 
ente, 
€) 3e2 


34) (EEAR-2002) Se m = 22 ya 
3.5. 7°, 11, e mde (m,n) = i 
valores de a e b são, respectivam 
а) 3el b)2e3 d)2e2 
35) (Colégio Naval-82) A diferenca entre dois 
nümeros Naturais que têm para produto 2304 e 
para máximo divisor comum 12, é: 

а) 180 b)72 с)0 d)192 e) 168 


36) (Colégio Naval-87) O nümero 1260 máximo 
divisor comum entre os nümeros 360. a e b 
tomados dois a dois. Sabendo que 100 « a « 200, 
e que 100 « b < 200, pode-se afirmar que a + b 
vale: 

а)204 b)228 с) 288 d)302 е)372 

37) (Colégio Naval-2003) Se x e y sáo números 
inteiros e positivos, representa-se o máximo 
divisor comum de x e y por mdc (x, y); assim, o 
número de pares ordenados (x, y) que são 
x+y=810 


тас (x, y) = 45 
а)б b)8 с)10 d)16 e) 18 


solucóes do sistema | é igual a. 


Questóes de Olimpiadas — Nivel Intermediário 


38) (Sergipe-99) Dois números tém por razáo 5/8, 
e т.б.с. 21. Achar os números. 


39) (Espírito Santo-97) A soma de um número 
natural com o máximo divisor comum entre ele е 
99 é 121. Encontre este nümero. 


40) (Rio Grande do Sul-2000) Determine todos os 
nümeros inteiros positivos N « 100 que possuem, 
em relagáo а 420,0 máximo divisor comum 6, ou 


seja, mdc (N, 420) = 6. 


41) (Goiás-99) Deseja-se cercar com arame uma 
área na forma de um quadrilátero de lados 150m, 
100m, 90m, 75m. A cerca deve conter postes 
igualmente espagados е ainda conter um poste em 
cada vértice. Calcule o nümero mínimo de postes 


necessários para cercar a área. 


42) (OBM-97) Um ladrilho, em forma de 
polígono regular, foi retirado do lugar que 
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7a tal que тас (ак + 1. ао.а1...ак) = 1. Diga рага 
temos que todos os termos ax 


quais valores de a, 
da seqüéncia sdo primos ou poténcias de primos. 
60) (Brasil Selegáo Cone Sul-2001) Bruno tenta 
descobrir um inteiro positivo X < 100. escolhido 
1 amigo Bernardo. Ele pode escolher dois 
inteiros M e N menores do que 100 e perguntar: 
“Qual é o máximo divisor comum de X+M e 
№“. Sabendo que Bernardo sempre responderá 
corretamente às perguntas, prove дис Bruno pode 
determinar X após. no máximo, 7 questões. 


por set 


61) (Argentina-98) Dos 999 números: тас(1; 
1998). mdc(2; 1998), mdc(3; 1998), mdc(4; 
1998). mdc(997; 1998), mdc(998: 1998). 


mde(999; 1998), quantos são números maiores 
que 19? 

62) (Espanha-96) Os nümeros naturais a e b sáo 
b+1 


a 
máximo divisor comum de a e b é maior que 


a+l Encres 
é inteiro. Demonstrar que o 


tais que + 


va+b. 


63) (Bélgica-96) Seja o conjunto de todos os 
primos estritamente maiores que 5. Determine o 
máximo divisor comum entre todos os inteiros 


pë- 1, onde p e P. 


64) (Irlanda-1999) Uma função f : N > N 


satisfaz às condições: 

f(ab) = Қа) Ы) se o máximo divisor comum de a 

ebél; 

(р + q) = Қа) + Қа) para todos os números 
'primospeq. ` 

Mostre que f(2) = 2, f(3)=3 e f(1999) = 1999. 


65) (Irlanda-2000) Prove que em cada conjunto de 
10 inteiros consecutivos existe um que é primo 
relativo com todos os outros inteiros. Por 
exemplo, tomando 114, 115, 116, 117, 118, 119, 
120, 121, 122, 123 os números 119 e 121 sáo 
cada um primos relativos com todos os outros. 


66) (Polónia-2000) Seja n > 3 um inteiro positivo. 
Prove que a soma dos cubos de todos os nümeros 
naturais, primos relativos com n e menores que n, 
€ divisível por n. 


67) (Hungria-1901) Seja d o máximo divisor 


cor > 
mum de a e b. Mosue que exatamente d 


elementos de (a, 2a, 3a, ..., Ба! sáo divisivcis por 


b. 


68) (Hungria-1913) Se d é o máximo divisor 
comum de a e b, e D é o máximo divisor comum 
de A e B. Mostre que dD é o máximo divisor 
comum de aA, aB, bA e bB. 


69) (Rússia-78) Seja f(x) = x! + x 1. Prove que 
para todo número natural m > 1, os números m, 
f(m), f(f(m)). ... sào primos relativos. 


70) (Тарао-96) Sejam m e n inteiros positivos com 
mde (m, n) = 1. Calcule mde (5" +7", 5" + 7"). 


71) (Torneio das Cidades-2003) Existe alguma 
progressáo aritmética crescente, formada por cem 
inteiros positivos, de modo que os termos sejam 
dois a dois primos entre si? 


72) (Bélgica-90) Prove que se a e b (а> b) são 
dois nümeros primos, consistindo de ao menos 
dois dígitos, então a? — b* é divisível por 240. 
Ainda mais, 240 é o máximo divisor comum de 
todos os números a' — b! obtidos desta forma. 


73) (Espanha-93) Determine todos os nümeros 
naturais n tais que o número n(n + 1)(n + 2)(п + 
3) possui exatamente 3 divisores primos. 


74) (Alemanha-96) Determine o conjunto de 
todos os inteiros positivos n para os quais n.2^ ^ y 
é um quadrado perfeito. 


75) (Grécia-2000) Determine o número primo p 
para о qual o número 1 + p + p + p *p'éum 
quadrado perfeito. 


76) (Polónia-99) Sejam m e n inteiros positivos 
tais que mn | m? + n! + m. Prove que m é o 


quadrado de um inteiro. 


77) (Lituánia-97) Sáo dados dois números 
naturais distintos a e b. Prove que existem 
infinitos números naturais n tais que a+n e b+ 
n sáo primos entre si. 


78) (IMO-83 banco) Sejam a e b números 
inteiros. E possível encontrar inteiros p e q tais 
que os inteiros p+na е q +nb são primos entre 
si para todo nº 
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s- MMC 


— Exercício 
1) Prove que: 


а) mde [mme 
b) mme [тас (а. 


(а, b). а)] = a 
Ы). а] = a. 


orre de uma emissora de 


uma t ra 
om freqüéncias 


2) No alto de 


televisão duas luses “piscam” с 
diferentes. А primeira “pisca” 15 vezes por 
minuto e a segunda “pisca” 10 vezes por minuto. 
Se num certo instante as luzes piscam 
simultaneamente, após quantos segundos elas 
voltaráo a piscar simultaneamente? 
а12 510 с)20 d) 15 e) 30 
3) Sabendo que 588 = 23.7 e 936 = 22.32.13, 
calcule mdc(588. 936)e mmc(588, 936). 

uto é 


o mmc de dois nümeros cujo prod 


4) Qual 
al a 36? 


6480, sendo o mdc igu 


ois nümeros é 3 e o mmc é 1260. Se 


5) O mdc de d 
о outro? 


um dos números ё 36, qual é 


6) Da Praça da República partem, às 6 horas da 
manhã, dois bondes das linhas X e Y, iniciando O 
servigo do transporte de passageiros. Sabendo-se 
que o bonde X volta ao ponto de partida ao cabo 
de 50 minutos. e o Y, ao cabo de 45 minutos, 
pergunta-se a que horas os dois bondes partiráo 
novamente juntos da praça da República? 


trés réguas divididas em partes iguais. 
Cada parte da primeira tem 3 mm, da segunda, 5 
mm. e da terceira, 12 mm. Coloco as trés réguas 
uma do lado da outra, de modo que as suas 
extremidades coincidam. Quais sáo os tragos de 
divisào das trés réguas que coincidem? 


7) Tenho 


8) Determine o menor inteiro que, quando 
dividido por 2, 3, 4, ..., 10, deixa os restos 2,3; 
..., 9 respectivamente. 


9) Se о тас entre dois números é 6 е o mmc é 90 
. А 2 
quais podem ser esses nümeros? 


10) Determinar os inteiros iti 
soe posiivos a e b 
a) mdc (a, b) - 4 eo mmc (a, b) = 60 


b) a+b=589 e 21180) _ 
mdc(a, b) 


— ita- ér 
11) Demonstrar que, se a e b MI 
positivos tais que о mde (a, ba $s 

então a=b. 


São in 


Os 


12) Sejam a, bec inteiros positivos. Mo. 
a N 
abc.mdc(a. b. c) j 


mde(a, b).mdc(a, c).mde(b, с) 


© que; 


mme(a, Б.с) = 


13) Prove que: 
mmc(mdc(a, b), mdc(a, с)) = mdc(a, mme(b, суу 


14) (UECE-2001) Dois relógios tocam 
música periodicamente, um deles a ns d 
segundos e o outro à cada 62 segundos. Se E 
tocaram (simultaneamente) às 10 horas, que Мз 
estaráo marcando os relógios quando voltarem 5 
tocar juntos (simultaneamente) pela primeira vez 
após as 10 horas? 

а) 10 horas е 31 minutos c) 13 horas e 30 minutos 
b) 11 horas e 02 minutos d) 17 horas 


15) (UECE-2004) Seja n o menor inteiro positivo 
nnnnnnn 


n 
ara o qual cz, uut São nú 
p q 23'4'$6'7 3% sáo números 
inteiros. O produto dos algarismos do número n é: 
а)0 b)5 с)10 d)20 


CE-2005) Sendo n um nümero inteiro 
positivo, а notação M, designa o conjunto de 
todos os mültiplos positivos de n. O valor de p 
para M, = Mis Mas é: 


p 
a)42 b)54 c) 66 d)72 


16) (UE 


17) (Unifor-99) Indica-se por M(n) o conjunto dos 
múltiplos positivos do número inteiro n. Considere 
o conjunto M(12) A M(15) ^ М(20). A soma dos 
trés menores nümeros desse conjunto é 

2)240 5)360 с)420 4)540 e)680 


18) (UFSC-99) Determine а soma dos nümeros 
associados à(s) proposição(ões) 


VERDADEIRA(S). 
01. Sejam x e y o máximo divisor comum € 0 


mínimo múltiplo comum de 15 © 
respectivamente. Então o produto XY = 20... 
02. Se А- (1, 4, 9, 16, 25, 36, 49), então. Al 
equivalente a (x /x e N e 1 <х < 7). 
04. Мата divisào, cujo resto nào 6 nulo. 
número que se deve adicionar ао dividendo P^ 
que ela se torne exata 6 (d — т), sendo d o diviso 
e r oresto. 


о menor 
ага 
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19) (UFMG-2001) Scja So conjunto formado por 
todos os nümeros naturais n tais que o mínimo 
múltiplo comum de ne 504 é igual a 5040, 
Determine todos os elementos do conjunto S. 


20) (PUC/MG-2000) As afirmativas abaixo se 
referem a números naturais: 

L Dado um número natural, existe sempre um 
número natural maior do que ele. 

I|. Entre 10 e 20 há cinco números impares dos 
quais somente três são primos. 

Ш. O mínimo múltiplo comum de 6 е 14 é 
múltiplo de 4. 

IV. O máximo divisor comum de 12 e 34 é divisor 
de 6. 

O número de afirmativas verdadeiras é: 

90 МІ o2 93 е)4 


21) (Unesp-2004) Trés viajantes partem num 
mesmo dia de uma cidade 4. Cada um desses trés 
viajantes retorna à cidade 4 exatamente a cada 30, 
48 e 72 dias, respectivamente. O nümero mínimo 
de dias transcorridos para que os trés viajantes 
estejam juntos novamente na cidade А é: 

“2)144 b)240 с) 360 d)480 е)720 


22) (ESA-94) Sejam a e b inteiros positivos nào 
nulos e a divisível por 5. Então mmc (a, 8) é: 
a)l b)ja c)b d)ab e)nda 


23) (EEAR-2002) Sendo А = 2? х3? x5, 
B = 2! x 3* e C = 25 x 35, então o quociente da 
divisão do m.m.c. pelo m.d.c. dos números A, Be 
Cé 

3)36 b)90 c)180 d)450 


24) (Epcar-2001) Ao separar o total de suas 
figurinhas, em grupos de 12, 15 e 24, uma crianga 
observou que sobravam sempre 7 figurinhas. Se o 
total de suas figurinhas está compreendido entre 
240 e 360, pode-se afirmar que a soma dos 
algarismos significativos desse total é 

96 b)9 Io d)13 


25) (Ерсаг-2003) Seja n е IN tal que n dividido 
por 3 deixa resto 3, n dividido por 4 deixa resto 2 
en dividido por 3 deixa resto 1. Os trés primeiros 
Números naturais que satisfazem as condições de 
n pertencem ao intervalo 

8) [57, 60] b) |58, 116] c) [60, 180[ d)]57, 178] 
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26) (UFMG-2005) No sítio dc Paulo, a colheita de 
laranjas ficou entre 500 e 1500 unidades. Se essas 
laranjas fossem colocadas em sacos com 50 
unidades cada um, sobrariam 12 laranjas е, se 
fossem colocadas em sacos com 36 unidades cada 
um, também sobrariam 12 laranjas. Assim sendo, 


quantas laranjas sobrariam se elas fossem 
colocadas em sacos com 35 unidades cada um? 
а)4 Ыб c)7 42 


27) (Colégio Naval-90) Se о m.d.c (a; b; с) = 100 
e o m.m.c (a; b; c) = 600, podemos afirmar que о 
nümero de conjuntos de trés elementos distintos a, 
becé: 


а)2 b)4 c)6 d)8 е)10 


28) (Colégio Naval-2001) Dois sinais luminosos 
fecham juntos num determinado instante. Um 
deles permanece 10 segundos fechado e 50 
segundos aberto, enquanto o outro permanece 10 
segundos fechado e 40 segundos aberto. O 
nümero mínimo de segundos necessários, a partir 
daquele instante, para que os dois sinais voltem a 
fechar juntos outra vez é de: 
а)110 b)120 c)150 4)200 е)300 

29) (Colégio Naval-2002) O mínimo múltiplo 
comum entre dois nümeros naturais a e b é 360 c 
ab = 3600. Qual o menor valor que a + b pode 
assumir? 


а) 120 b)130 с)150 4)200 е)370 
30) (Colégio Naval-2004) Se mmc(x, у) = 2232527 
e mdc(x, y) = 2232, X e y nümeros naturais, 
quantos sáo os valores possíveis para x? 


а)16 b)8 c)6 d) e2 
Questóes de Olimpíadas — Nível Intermediário 


31) (Mathematical Excalibur) Determine todos os 
pares ordenados de inteiros positivos (a, b) tais 
que mdc (a, b) + mmc (a, b) = a + b + 6. 


32) (Rio Grande do Norte-95) Os inteiros de 1 a 
1.000 são escritos ordenadamente em torno de 
um circulo. Partindo de 1, cada décimo quinto 
número é riscado (isto é, são riscados 1, 16, 31, 
-..). O processo continua até se atingir um número 


Já previamente riscado. Quantos números 
sobrarão sem riscos? 
а) 800 5)934 c)933 4)862 e) Nda 


Capitulo? ур, 
= MOC q 


orte-2000) Quatro amigos 
da. Um deles sobe de 
be de trés em três 
quatro € outro 
ue os 


Grande do N 
correndo uma esca 
dois degraus. outro so 
e quatro em 
Os únicos degraus q 
foram o primeiro с O 
foram — pisados 


33) (Rio 
subiram 
dois em 
degraus. outro sobe d 
de cinco em cinco. 
quatro amigos pisaram 
último. Quantos degraus 
exatamente uma única vez? 
2000) Certo jogo de cartas 
e 2 a 5 participantes. 
ser distribuídas aos 
receber а mesma 
o mínimo de 


34) (Campina Grande- 
foi planejado para ter d 
Todos as cartas devem 
s e todos devem 
de de cartas. Qual é o númer 
ogo pode ter? 


0 d)120 е)60 


jogadore 
quantida 
cartas que esse j 
а)20 b)30 с)4 


35) (Goiás-92) Duas professoras, А € B, váo е 
voltam juntas do wabalho, a cada dia no carro de 
uma delas. As distáncias das casas de A e B até o 
wabalho sào, respectivamente, 13 km e 16 km 
enquanto que à distáncia entre as casas é de 5km. 
Supondo que cada dia uma professora vá até a 
casa da outra e daí até o trabalho, voltando pelo 
mesmo trajeto, responda: 
a) Qual é o menor nún 
professoras deveráo ir ao 
uma percorra, no seu Carro, 
a outra? 

b) Quantas vezes cada professor: 
próprio carro? 


nero de vezes que as 
trabalho para que cada 
a mesma distáncia que 


a irá no seu 


36) (Ceará-99) Achar todos os conjuntos de 
quatro inteiros consecutivos tais que o maior 
desses inteiros divida o mmc dos outros trés. 


37) (Espírito Santo-99) Qual 6 o menor nümero 
natural que é múltiplo de 7 e que quando dividido 
рог 2, 3, 4, 5е6 deixa resto 1? 


38) (Espírito Santo-2002) Quatro cometas passam 
pela terra de tempos em tempos. O primeiro passa 
de 2 em 2 anos. O segundo de 7 em 7 anos. O 
terceiro de 11 em 11 anos e o quarto de 13 em 13 
ghor: Se os quatro passaram juntos na terra no ano 
2000, em que ano eles novamente passarão juntos 
na terra, pela primeira vez? : 


5) (Pará-2003) Os torcedores do clube А.В.С 
E Ud desde 1902 e de 5 em 5 anos, uma festa 
i Тр ү clube. Por sua vez, os torcedores 
dr ival C.B.A, celebram, desde 1903 e de 7 

anos, uma festa em honra do seu clube 
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Quais os anos em quc ambos : 
festejados até hoje? 95-05 Clubes toy, 
Tam 
40) (OBM-94) Considere todos 
maiores que 8, tais que quando dina Números 
por 3. por 4. por 5. por 6, por 7 е 2. por 2. 
sempre resto 1. А soma dos dois те r8 deixam 
números é: entre 
а) 842 b)2522 


5 desses 


с) 3362 4)912 


41) (OBM-2000) O emir Abdel даг 4 
famoso por vários motivos. Ele тіні on 
39 filhos. incluindo muitos gémeos Mn de 
historiador Ahmed Aab afirma ай FAL 0 
escritos que todos os filhos do emir eram d Seus 
duplos, exceto 39; todos eram gêmeos us 
exceto 39; todos eram gémeos quádruplos PON 
39. O numero de filhos do emir 6: ш 
а) 111 b)48 с) 51 а) 78 е) 75 


42) (ОВМ-2000) Escrevem-se, em  ordem 
crescente. 08 nümeros inteiros e positivos que 
sejam mültiplos de 7 ou de 8 (ou de ambos) 
obtendo-se 7, 8, 14, ... . O 100º número escrito é 


a)406 b)376 c)392 d) 384 e)400 


43) (OBM-2003) Seja N o menor inteiro positivo 
que pode ser escrito como a soma de 9, 10 e 11 
inteiros positivos consecutivos. А soma dos 
algarismos de N é igual a: 

a)9 b)18 c)22 d) 27 e)30 


44) (Argentina-2001) Achar o menor número 
natural que satisfaz as seguintes trés condições 
simultaneamente: tem resto 24 na divisão por 57. 
tem resto 73 na divisão por 106 e tem resto 126 na 
divisão por 159. 

o mmc 


-2001) O тіс de ae b éd € і 


45) (Uruguai 
ese 3a * b om 


de a e bé m. Demonstrar qu 
então a = b. 


46) (Furman University-97) Determine O pr 
entre o mdc e o mmc de (12, 2 2 
a)8640 b)17280 c)34560 dll 


ine todos 0 


47) (Novo Mexico-95) a) Determ so 
em тас ig? 


pares de inteiros positivos que possu 
a 95 e mmc igual a 1995. 

b) Determine todos os temos 
que possuem mdc igual a 95 € 


4 me 
de inteiros pem 5 
mmc igual à 993. 


m Р 


Capítulo 2. MDC e MMC 
720. 


Os cantores Luciano Pavão, 
José Camionetes sáo muito 
ano Paváo só dá concertos de 
do Domingos só dá concertos 
uanto que José Camionetes só 
11 dias. Sabendo que no 
Fevereiro de 1996 os trés daráo um 
quantos concertos poderáo os três 
unto no período de quatro anos que 
atas se poderão realizar tais 


NES е. 
ГІ (Portugal-95) 
49 Domingos € 
superstici sos: Luc! 
dias, епа 
tos de 11 em 


concerto. em | 
cantar em conj 
se segue? Em que d 
concertos? 

2002) O Antônio e a Catarina 
+ começaram а trabalhar no mesmo dia. O horário 
do Antônio consiste em 3 dias de trabalho e 
depois um dia de descanso, enquanto que à 
Catarina trabalha 7 dias seguidos e descansa nos 
três dias seguintes. Quantos dias de descanso 
am em comum nos primeiros 1000 dias? 


49) (Portugal- 


tiver: 
gal-2002) Luke Skywalker e Han Solo 
defrontam-se numa corrida com as suas naves 
espaciais mais potentes. Luke dá cada volta na 
pisia em 43 segundos e Нап em 48 segundos. As 
naves espaciais de Luke е Han só se cruzam no 
momento em que Luke Skywalker termina a 
corrida. Quantas voltas {ёт a corrida? 


50) (Portu 


de inteiros (2 0) 
o divisiveis por 
iais a 10. 


51) (Bélgica-90) Seja n o nümero 
menores ou iguais a 10.000. que sã 
todos os inteiros positivos menores ou igu 
Entào: 

ajn=0 Ь)1<п<5 с)5<п<10 
4)10<п<15 e) 15<п 


Questões de Olimpíadas — Nivel Avançado 


52) (OBM-99) Um professor de matemática 
passou aos seus alunos a adigáo E onde A, 
B D 
B, C e D são inteiros positivos, as frações estão 
simplificadas ao máximo e os denominadores são 
números primos entre si. Os alunos adicionaram 
as frações tirando o mínimo múltiplo comum dos 
denominadores das parcelas e escrevendo este 
como o denominador do resultado. Mostre que à 
fração que os alunos encontraram como resultado 
está simplificada. 


й, (Argentina-2000) Dos nümeros naturais A c B 
ese que B = (A? – 1)/8 e que o mínimo 


T2 


múltiplo comum entre А € B é igual a 3 
Determinar A e B. 


54) (Argentina-2000) Determinar a quantidade de 
pares de nümeros naturais (a, b) que verificam 
simultaneamente as seguintes duas condições: O 
máximo divisor comum entre a e b é igual ao 
produto dos 5 primeiros números naturais: O 
mínimo múltiplo comum entre a € b é igual ao 
produto dos 15 primeiros números naturais. Ou 
seja, mdc (a, b) = 1.2.3.4.5 e mmc (a, b) = 
1.2.3.4.5.6.7.8.9.10.11.12.13.14.15. 


55) (Aime-87) Quantos termos ordenados (a, b, c) 
existem de modo que mmc (a, b) = 1000, mmc (b, 
c) = 2000 e mmc (c. a) = 2000? 

s de inteiros 


56) (Canadá-97) Quantos pare 
e tais que mdc 


positivos x, y existem, com x < у, 
(х,у)= 5! е ттс (x, у) = 50! 


USAMO-72) Os símbolos (a, b. .... 8) € [a, b. 
сә g] significam о máximo divisor comum e 0 
mínimo múltiplo comum, respectivamente, dos 
inteiros positivos а, b, .... 8- Prove que: 

[a. b.c] Е (a.b.c)? 
[a,b][a.c][b,c] (aba, ob.) 


57)( 


terize todos os inteiros 
a+ b + mdc (a, b) < mmc 
do vale a igualdade. 


58) (Catalunha) Carac 
positivos a e b tais que 
(a, b), e determine quan 


quais inteiros positivos n 


59) (Hungria-98) Para 
tais que 


existem оз inteiros positivos X, Y 
mmc (x, y)= n! e тас (x, y) = 1998? 


98) Determine o menor valor possível 


60) (Índia- 
essariamente distintos) 


do mmc de vinte (nào nec 
nümeros naturais cuja soma é 801. 


a M, o mínimo mültiplo 
nisto 6, Mi = 1, 
= 60, Me = 60. Para 
= M, é válido? 


61) (Austrália-91) Sej 
comum dos números 1,23, 
М» = 2, М; = 6, М = 12, M 
quais inteiros positivos Ма-і 


62) (Austrália-2001) Seja L(n) 0 menor inteiro 
positivo divisível por 2, 3, ... e n. Determine todos 
os nümeros primos p € 4 tais que q = p + 2e 


L(q) > q.L(p). 


AA EL 
DIVISORES ЖҮР, 


k в a decomposição canónica do inteiro positivo n > 
1, então 0s 


kinko 
MA: Se n = pi P2 Pr 
до os inteiros d da forma: d = pp pl onde O£h £k, (i- 1.2 


— 


8.1. TEORE 
e). 


divisores positivos dens 


d € IN divide рр р se, e somente se, d divide p? ed divide "yn 
. Logo, conclui-se que dz pr р? pr ,com0 Shi s ki (021,2, .., г). 7 


Demonstração: 
Pode-se observar que 


ed 


divide рг 


Exemplos: 


. m ... B uw 
1) O nümero de cubos perfeitos positivos que dividem 9 €: 
Solução: 

Evidentemente 


31x. 0<х<18. Ou seja. são os númer 


3 е ! " ы. r 

9º = 31%. Desta forma, os divisores 3 * que são cubos perfeitos são da forma 3“, onde 
3 49 42 15 J E 

05.30, 35.35, 35.5.3 5 e 3/5. Portanto são 7 números. 


2) (Bay Area Olympiad-1999) Prove que entre 12 inteiros consecutivos existe ao menos um que € menor 
que a soma dos seus divisores próprios (08 divisores próprios de um inteiro positivo n são os inteiros 
positivos diferentes de 1 en que dividem п). 
Solucáo: 

Sabemos que entre 
divisores próprios de a estão 05 in 
que é maior que a. 


utivos existe um múltiplo de 12, isto é, a = 12n. Entre os 


12 números inteiros consec 
destes divisores próprios é iguala 15n, 


teiros 2n, 3n, 4n, 6n. А soma 


8.2. NÚMERO DE DIVISORES POSITIVOS 

Seja n um inteiro positivo. О пшпего de divisores positivos de n (inclusive 1 e n) indica-se por 
d(n.Se п- DP p? „р é a decomposição canônica 
d(n) = (ki + D(k2 + 1)...(k, + 1) 


do inteiro positivo п > 1, entáo: 


Demonstração: 220002020502. 4 ; 
: ok VE uu А. A 
Sabemos que se: Di pr Po р ёа decomposigáo canónica do inteiro 
divisores positivos de n sáo da forma: ру! pt. pl onde OS hi sk (i9 1, 2, «7. Assim, para hi temos 
kı + 1 possibilidades, рага ho temos kz + 1 possibilidades, ..., para hi temos k, + 1 possibilidades. Como 
para cada escolha dos valores de hi, hz, ...; hr temos um divisor positivo diferente, entáo 0 número de 
divisores positivos de n  d(n) = (а *1)(®› + D. (ee + 1): : : 


positivo n > 1, entáo 05 


Exemplos: 


1) (UFPE-2004) O número N = 62104155 sendo x um inteiro positivo, admite 240 divisores inteiros € 


positivos. Indique x. 

Solução: 

Observe que: N = 6*.10*.15* = (22.32)(2%.5*)(3*.5`) 273 
Logo: d(N)=240 = (8)(4+ х)(5 + х) = 240 = x?+9x +20 
(х+ 10)(х- 1) =0 2 x=1. 


3+x gi*x 


230 > x)+9x-10=0 > 


2) (UFU-2004) Sabendo-se 
U -se que 302400 = 64 x 27 x 25 x 7, pode- ir mero de divisore 
ae de Ec que sáo mültiplos de 6, é igual a: а НА u 
36. ) 18. | 
а с) 168. 4) 108. 
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si MER ——À 


€ = _ Capítulo 8. Divisores 
orando obtemos 302400 = 25.3.5".7. Os divisores de 302400 são da forma 2427.55.74. Destes. 05 
ticis de 6 ocorrem quando 1 <a <6(6 possibilidades). 1 < b < 3 (3 possibilidades), 0 «c < 2 (3 
T ibilidades). 0 $ d < 1 (2 possibilidades). Assim, existem 6.3.3.2 = 108 divisores positivos de 302400 


poss. Sic: : 
in são divisíveis por 6. 

ú Із 5 H xg 
3) uma e a 28 — 1 é primo. Seja n = 2" — 16. No conjunto dos números 
naturais. o número de divisores de n é 
и ia d) 10 


a)5 
Solução: UT m m 4 
Inicialmente observe que: n=2 - 1672 -2-27(2^/-1)7 Z p. onde p é um primo. 


Assim, d(n) = (4 + Da +1)=10, 


x+9 . А TS 
71 seja um número іпісіго? 


4) (OBM-99) Quantos sáo os possíveis valores inteiros de x para que É 
x+ 
45 510 с)20 d)30 е)40 
Solução: 
inicialmente que x799 1+ 80 
пісі M gm 
Note ini q MEUS Б 


"n х+99 . . 
. Como 1 é inteiro, para que 19 seja inteiro basta que 
x+ 


80  . 4 2 AT 0 Tm А po 
2% seja também um número inteiro. Para que 9 seja inteiro, temos que x + 19 6 um divisor de 
x+ x+ 


80. Fatorando: 80 22.5 > d(80) = (4 + 1)(1 +1) = d(80)- 10. 
Como estamos interessados em todos os divisores de 80 (positivos e negativos), temos que 80 tem 20 
divisores inteiros, implicando que existem 20 valores de x que satisfazem o enunciado. 3 


5) Determinar o inteiro n = 2х3, sabendo que n/6 e n/9 têm, respectivamente, 8 divisores positivos e 
10 divisores positivos a menos que n. 

Solução: 

Como n= 23" temos que d(n) = (x + Dy + 1) 

)n6-72^7' 37! > d(n/6)+8=xy+8=(x+1Xy+1) 

ii) 9 = 237-2 => 41/9) + 10=(x+ D(y- D + 10 =(х + Dy + D 

Assim: xy + 8 =ху-х+у-1+10 => x=y+ 1 

Logo: (y + Dy +8 = (у + 2)(у + 1) > у+у+8=у2+3у+2 > y=3 e x-4 

Assim n72*.33 > n=432 


6) Calcular o menor inteiro positivo n que tem 10 divisores positivos. 

Solução: 

Como 10 = 10.1 = 5.2, então temos duas alternativas: 

d(n) = (kı + 1)(К› + 1) = 10.1 ou (п) = (ki + D(k2 + D= 5.2 

Assim os expoentes, Кі e k dos fatores primos de n são 9с0, ou 4e l, e deve-se associá-los aos 
menores fatores primos, para produzir os menores valores inteiros possíveis. 

Como 283 é menor que 27, o menor inteiro positivo com 10 divisores positivos é de 255 = 48. 


" 4 а АРА PRN. E 40 304 
7) (OBM-95) Quantos inteiros positivos dividem ao menos um dos números 10% ou 20”? 
Solução; m 
В Г ЕР теа 40 — 540540 
Um número que divida 10% ou 20* deve dividir o mmc entre estes dois números. Como 10 022959 е 


30 _ 2002 3 60 <. 
20% = 25% temos que mmc (10%, 20°) = 201516, " 5б 
Portanto, existem 61.41 = 2501 inteiros positivos que dividem ao menos um dos números 107 ou 20”, 


8) (OBM-95) Quantos sáo os números inteiros que terminam com 1995 e que sáo múltiplos do número 


Que se obtém quando estes últimos algarismos sáo eliminados? 
DO 52 o4 d8 е)16 
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dani 


Capitul 
0 i 
S i: 2 n 50/0; 
representa os primeiros dígitos de N. 


= [x1995]. onde x " 
10* entáo x | 1995. 


Solução: amero N = 

„dere © nu 

с as x.10* + 1995 Comox|N € 1995 -N- x.10' е 
Desde que 1995 = 3.5.7.19 então temos 16 divisores positivos de 1995, que são todos os val 

podem assumidos por Х. Portanto, os 16 inteiros N que satisfazem о enunciado sáo: alores que 
11995. 31995. 51995, 1995, 191995, 151 995, 211995, 571995, 351995, 951995, | 
1051995, 2851995, 665 14995, 3991995. 19951995. . 1331995, 


o de diferentes maneiras: 


9) A fração 5 pode ser representad 
jap doh pn dede. 
Gr агаа é A 126 5 30 
А 111 
pode ser expressa na forma т D diced dts 


De quantas maneiras a fragáo 3175 


positivos? 

Solucáo: ? 
1 mm! > "s > ntu с 
y +2175 y +2175 


Notemos que 2175 T$ 
i ser inteiro se e somente 5€ y*2175 é um fator de 21757. 
2175) «2175 > у> 2175 e, analogamente, se y > 0 > х> 2175. 


Assim х va 
Notemos que se X ? 0: 2 
Assim, estamos interessa 

d 


Sabemos que 21755 7 3 

4(2175°) = (2+ D+ 02+ 1) = 45. 

Destes 45 divisores positivos de 21752, um deles é sua raiz quadrada, 2175. 

Com exceção de 2175, os outros 44 divisores positivos de 2175? podem ser agrupados aos pares cujo 

produto é 21 752. Portanto concluimos que exatamente metade destes divisores excedem 2175, dando 22 

s inteiros positivos (x. y). A menor solução é x = 300 e y = 348. 
blema para um n qualquer, ou seja, determinar o número de soluções inteiras 


11 4 
3 Sendo d(n?) o número de divisores 


positivas (X, y) para a equação —=—— 
n x y 


2 "mem 0 
(n^) – 1)/2 soluções inteiras positivas. 


75. 


divisores positivos de 21753 é: 


175? Ky + 
dos nos fatore 
.5! 29". Assim о nümero de 


s de 2175? que excedem 21 


soluções no 


É роввіуе! generalizar о pro 
positivos de n), entáo 


existem (di 
omo 05 


Pará-2002) Seja d(n) o nümero de divisores positivos de n. Por exemplo, c 
de 12 são 1,2, 3, 4, 6 e 12, então d(12) = 6. 

n tais que d(n) é ímpar. 

+ d(2002) é par ou ímpar. 

tais que d(1) + d2) + d(3) +... + Қа) é par. 


10) (Olimpíada do 
divisores positivos 
a) Determine todos os inteiros positivos 
b) Determine se d(1) + d(2) + 43) +... 
c) Caracterize todos os inteiros positivos n 
Solugáo: 

2. que зеп é dado na forma canônica n = pj'p?^..pr então d(n) = (ai + 1)(а; + 1)...(ar 
dia ia Lg b pe iue 2. cada termo aj + 1 deve ser ímpar, implicando que а, 6 sempre par. 
poentes de cada p; na fatoracáo de n é par, entáo uma condição necessária с suficiente para 


Y d(n) seja ímpar é que n seja um quadrado perfeito. 
D е perfeito entáo d(n) é par. Como 44? « 2002 < 45?, entáo entre 1 e 2002 
termos impares e qb ed a expressão d(1) + 42) + 43) +... + 92002) é composto de 4 
4Q)*dG) * + а20о2)г з . Como existe uma quantidade par de termos impares, então 91) * 
de сн item anterior, d(1) + d(2) + d(3) + 
rmos d(k) ímpares, ou seja Sr ón 

ра Газ Ein , ja, quando existir entre 1 e n i 

outras palavras, d(1) + d(2) + d(3) +... + d(n) vai ser Mak siad js 


n for par. 


+1). 


‚ + d(n) vai ser par quando existir UM número 
ar de quadrados 


eira do número 
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Ma DOS pIVISORES POSITIVOS — 
ГЕ! SNO 


1 * onde p é un 
peorema № n-P р Y primo ck 2 T, então a soma s(n) dos divisores é 


sal iai 
Уп) тарар ++p =P =al 


p-! 


+ 
"3 
it 


ação: 
né um primo e k 2 1, есіңде os divisores positi ; A À 
Anus A к Como 1, p p? Ud divisores positivos de п são 1, p, p^, ..., р“. Assim. s(n) = 
[| P Pos P? formam uma progressão aritmética de razão p, então também 
kel 
-1 


Semet! 


seu P 
3 tas 
1 Е р e p 


e” 


esentar a soma dos divisores positivos de n por s(n) = 


podemos ie 


p-1 

é DS: к; 
ga Teorema: Se n = Pi pj, onde p, e p» são primos e kı, kz > 1, então: 
kH pt] 


s(n) = s(pr sp?) = р IP. 
polo p! 


emonstração: 


Se n= pi РІ então 05 divisores positivos de n são da forma n =p!" py, onde 0 sh sk e 0 < hz < 


Ko жет ҳоп) =1+ру +P: ері PD ері ерір; +рур2 ер) әрі. P] P 


Fatorando esta expressáo encontramos que: 


nep PA, pl epit. p?) 


Portanto: (п) = s(Pj )5(р1:) = 


8.3.3. Teorema: Seja n um inteiro positivo. Por s(n) indica-se a soma dos divisores positivos de n 
k 


konks Қ А ke nem é 
(inclusive Теп). Se n =p,'Pp>"-.-P," ёа decomposigáo canónica do inteiro n> 1, entáo: 


кн pk] pk. 
(у=! tr s du 1 
pol prol p,-1 


Demonstração: 7 
O raciocinio utilizado no item anterior, onde n роѕѕша somente dois fatores primos, pode ser usado para 


demonstrar a expressáo geral do número de divisores positivos. 

Assim: 

sín) = app onde 0 < h; < k; parad<isr > 

sinj=(l+p; +.. +p") ғр; ++p N+P, -ару- 
кен к ad 

р d pr ol Pe 
rara aa aka k, k к, = қ ж 
sin) = s(p* pP? ре) тар жен) кре) = 509 Бору ег рї 


b) = 1, então (0.5) = s(a).s(b). 


D: expressão acima podemos concluir que se mdc (a, 


Exemplos: 


“aj i ЕТЕ 
1) Calcule a soma dos divisores positivos do inteiro П 180 = 27.3.5. 


Solução: 


3 s 3 2 
WM. T 13 7155-1. 513,6 546, 
2-1732175-1 
ando, vernos que os divisores 


Anal 
1254 60, 10, 12, 15, 18, 20, 30, 36. 45, 6 


ositivos de 180 sào: f: | 
y 0, 90, 180 e, realmente, a soma destes divisores é 546. 
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ne todos os Números naturais cuja soma dos divisores positivos é um númer 
ro impar 


2) Determi 
Solução: NN 
Suponhamos que n é um número natural tal que s(n) seja impar. 
Sejan = 2"k, onde k é um número impar e a é um numero não negativo. 

Assim s(n) = Q"' T 1)s(k) e consequentemente s(k) deve ser um número impar. 

Como k é um número impar então cada divisor de k é impar, e para que a sua soma seia ; 

número de divisores d(k) também deve ser impar. “ja impar о sey 
Como d(k) = (ai + 1)02% 1)...(o + 1). para que este valor seja impar então cada а, deve 
Assim k deve ser O quadrado de um número natural, k= m^ > k=2m Ser par 
Seuépar,a=2B => n = (24m) 

Se a é ímpar, a =2B +1 => n= 2022) 

Deste modo, para que a soma dos divisores positivos de n seja ímpar, então n deve ser o quadrado den 


nümero natural ou duas vezes o quadrado de um nümero natural. 
3) Scja n o produto de k distintos primos ímpares. Prove que a soma dos divisores de п é divisível por 2* 
Solução: == 
2 2 2 
-1 -1 ¿1 
Ѕеп = рір...рк > s(n) = prol pro) Pko 
` prol pal Pk = 


Como cada termo p, * 1 é par, então temos que 2% | s(n). 


> 5(п)-(рі% 1)(р; + 1)...(px + 1) 


4) (Olimpíada da Catalunha) Um número natural possui 2 fatores primos e 8 divisores positivos. Calcule 
este nümero sabendo que a soma dos seus divisores é 320. 


Solução: 

n=p'q” > d(n)=(a+ 1)(b + D=8. 

Sendo а> 1 e b 2 1 a única possibilidade (a menos daordem)éa=1eb=3 > n= pq 
sin) = (р + Iq + а? + а + D= (p+ 1069 + D(a* D=2"5 


Testando valores primos para p e q temos р= 7eq=3 > n= 7.33 = 189. 

5) (Olimpíada Putnam-76) Seja с(п) a soma de todos os divisores positivos de n, incluindo 1 e n. Mestre 
que se с(п) = 2п + 1, então п é o quadrado de inteiro impar. 
não pertence à fatoração de п. 


Solução: 
- 0 então o primo p, a 
атр) 


Sejan = 23532 59. pj", onde a, > 0, ou seja. se a, = 
A 2303231 +31 8$ +... + 5®)...(1+р*. 
Analisando somente os termos com primos impares, notamos que para o(n) ser impar Lemos 257 
quantidade de termos ітрагеѕ по somatório tem que ser impar. Como esta quantidade € igual 23 
dos primos impares 


(note que comecamos a contar de 1, ou seja, p°), assim temos que os expoentes à 


são pares (inclusive podendo valer 0). 

Notemos que n não pode ser uma potência de 2, uma vez que sen ^ 2 > 0(n)=2 
Assim temos que certamente existem primos ímpares na fatoração de n. 

Sendo n = 2*'.3%, 5%. ..p,*, temos que o(n) = (2** 1)m?, ónde т é impar. 


onhamos que n seja divisível por 2, ou seja, que ai 21. 4 
1_1=4х—1 е (4х- )(4у + 1) =4k- 1, então o term 
— 1 (ou 4k ө: рте surdo, pois Su 


Sabemos que o(n)=(1+2+ 2 + 


к+1_р=2п-1. 


o2 *!-1 fana 


Sup 
Desde que т“ = 4y + 1, 281+ 
сот que о produto total fosse da forma 4k 
Para que 2n * 1 seja da forma 4k’ + 3 temos que n tem 


tores primos impares poss 


pomos 
que é um ab y 
que n é par. uem expoentes pares, 

2 como fator e todos os fa 


Assim n não possui 2 
implicando que n é o quadrado de um inteiro impar. 
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DIVISORES Capítulo 8. Diviseres 


SE PRODUTO DOS 


L 


din) 


divisores positivos de um inteiro positivo n > | é iguala P(n) ET 
n)=n ? 


обшо P(n) dos 
ração: 

pemonstra6 ЕЕ E ; 

Sabe-se que Se d é divisor деп, então d/n também é divisor de n. Deste mod 

divisores positivos de n, podemos escrever seu produto de duas maneiras: 0. se di, d», 


op! 


- dam 500 os 


2d das eB) dor rra 

P) Tun am Э d, d; dai) 

Multiplicando estas expressões: [Р(п)] 2 ппл..пл=п“ => Рп) wis 
d(n) vezes 


odos os divisores inteiros (contando os negativos) de um inteiro n é igual a + ND) 


asta observar que рага cada divisor positivo d existe um divisor negativo — d 
roduto de todos os divisores inteiros de n é igual a * nº”, enquanto que беле 


Obs: O produto det 
Para verificar isto. b. 
Portanto, S€ Фп) é par, o p 
negativo é igual a — п"), 


Exemplos: 


1) Determinar 0 produto dos divisores positivos do inteiro n = 16. 
Solucáo: 

Р(16) = 162092 2168224 
realmente, o produto destes 5 divisores é igual a 1024. 


=1024. Conferindo, vemos que 05 divisores de 16 sáo 1, 2,4,8 с 16, e, 


ine todos os números naturais n tais que n é igual ao produto de todos os divisores positivos de 


2) Determ 
n, excetuando n. 
Solucáo: 
Seja Р, o produto dos divisores positivos de n: Pin=n > Ра" п? 
Como Р„=п%"? > п?=п®"? > d(n-4 
de todos os divisores positivos de n, excetuando п, basta que 0 


Entáo para que n seja igual ao produto 
+ Da + 1)...(0n + D 74 


nümero de divisores positivos de n seja igual a 4 > (п) = (01 


Podemos ter duas respostas: O = 3 ou q=1em= 1 Е : 
Ou seja, para que n seja igual ao produto de todos os divisores positivos de n, excetuando n, basta que п 
duto de dois números primos. 
22, 26, 27. 


ou seja O pro 


s com esta propriedade 6, 8, 10, 14, 15,21,22,2 


seja um cubo de um número primo 
Deste modo, os primeiros 9 número 


sáo: 


30 40 
uala3" x5 . 


3) Determinar o inteiro n cujo produto de todos 08 seus divisores positivos € ig 
Solução: 

Claramente n é da forma n = 3º 
Assim: P(n) = 32.5 — (345 
a(a+ IXb+ 1)=60 e b(a + 1)(b+ 1) = 80. 


b+ 12 ама Db + 2 330 5%09 > 


15° > dn) = (а + 06 +1). 
Буа + nb + DË = 305^ a qua ( 


Dividindo estas duas expressóes obtemos: 7 
Assim: a(a + 1)(b + 1) = 60 = а) o de aq der a) O 


(да? + 19а + 60) 7 0 
3 5+ = 6075. 


p Та? *3a-180-0 => (а-3) = sis (única raiz inteira) 
ssim, temos b = 4, implicando que n = 3 
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— Capitulo 8 Divis, m 


— qu : 
& NUMEROS PERETTILOS 


8.5 tocar 
veto se e somente se é igual á soma de todos ox 
S OS sem 


Um inteiro positive n. diz-se | s 
todos os divisores positivos de n, com схсес divin 


A somit dh w 
‘feito sc e . кер йо do dj. 
n eguala 5(п) п e, pertanto, n e um numero perfeito se e somente se à sepuinte condição se « TM 
| а-а) а ОЧ s(n) = 2n c Verifica 
um número perfeito se e somente se а soma de tode 
е "m E dos 
divisores positivos é igual ao seu dobro ( 1) Assim, por exemplo, para n^ 6 e n= 26. debout: 
122473*56-212-20es28) 7 |! 51417 + 14+ 25 = 56-228 
28 são ambos números perfeitos, 


positivos, exceto о divisor trivial n 
y 


05 seus 


Isto é, um inteiro positivo n e 


so = 
de modo que os intetros positivos 6 € 
8.5.1. Teorema (de Euclides): Sc 2º + 1 é primo (k > 1). então o inteiro positivo n = 2 (2º - 1j cum 
número perfeito. 


emonstração: 
ia *—1=p (К> 1) um primo. Consideremos O inteiro positivo n ^ 2% !p 


Como o mde (2551) p) = 1 então s(n) =s(2 'р) ¿(27 ).s(p) = (28 - 1)(р + 1)  Q*- 1) = 2n. 


Logo, por definição, n é um número perfeito. 


8.5.2. Teorema 6.6 (de Euler): Se n é um número perfeito par, então n = 2*- (2* — 1) onde 
primo. 

Demonstração: 
Suponhamos que n é um número perfeito p: 
é um inteiro impar e k 2 2. Como mdc pr 


ar. Então. n pode escrever-se da forma: n = 2k 
,m) = l então s(n) = s(2*^ m) = s(2*^ )s(m) = Q*- Usi 


Por outro lado, como n é um número perfeito, temos: s(n) = 2n = 2*т 
Portanto: 2m = о- l)s(m) de modo que (or -1)| “т 
Mas, o mde (2 —1. 2*) = 1, o que implica que: Q*-1)jm, istoé m= (2 - DM m 


Como m e М sáo ambos divisores positivos de m (com M « m). temos: 2:M-s(imzm-M--* 


o que implica que: s(m)- т ~ M 

Assim sendo. m e M são os únicos divisores positivos d 
Então: m = (25 — 1)M=2*- 1 é um primo, e porser n= 
demonstrado. 


moeM=1 


isto significa que m é pri e 
=2t-i(2*. 1) o teorema de Euer fica 


Exemplos: 


Й lou a 

Pitágoras estabeleceu um sistema que p 2 
5 religiosa e um de seus idolos era € 
4 deriam descobrir os 

а drma 


1) (UFMS-2001) “O que se sabe com certeza é que 
rumo da matemática. A Irmandade era realmente uma comunidade 


Número. Eles acreditavam que se entendess: Jovenes entre OS mimeros poc 
ssem as relações e jan 
uses. Em especiat. 


segredos espirituais do universo, tornando-se, assim próximos dos de C 
i | i inteiros e us I 8*7 
voltou sua atenção раға os numeros inteiros (1,2230) e as frações Os números inteiros м e deca 
jd; : 4 p өні 
como números гаси Mais а 
е entre Os те 


(proporções entre números inteiros) são conhecidos tecnicamente, 
infinidade de números, a Irmandade buscava alguns com significa 
importantes estavam os chamados números " perfeitos | Ру 
(О Último Teorema de Fermat Simon Singh - Tradução Jorge Luiz Calife — Editora Кес 
Janeiro — 3º edição 1997 — Página 32) 

Os números perfeitos referidos no texto são números naturais iguais 
divisores positivos Por exemplo, 24 é um número perfeito pois a soma dos seus 
2+4+7+)4 + 28 — 5бе 28 50/2 T 
Com base no conceito de número perfeito, dado acima, € nas propriedades dos nume 


lo especial, 
ord - Rio de 


da soma dos 5 


à metade | 


ativos © 
divisores positive 3 


iross € 
pos inteiros 


correto afirmar que 
(01) 6 é um número perfeito 

(02) todo número primo é perfeito 
(04) 23 é um número perfeito 
(08) ЛО não é iri nero реге, 


em 


o ИРЕ 


(16) se P é um número intei uio 8. 
nteiro, p > 1, então a soma dos divi lulo 8. Djvisares 
lVIsores positivos de 2^ tulo 6. Divisores 


Solução: 
01) VERDADEIRO A soma й 
‚ А soma dos divisores posi m 
2) FALSO. А sores positi e6é i 
02) Fr A soma dos divisores Жду x: 661%243-6-12-26 
S de um mon 


nümero primo p é ig 
é igual a 1 + nl +1%2p, 
81%2%5-10-18 «20. 


4) FALSO. Asado Дл 

^ divis Т +: 
(Ch VERDADEIRO. A soma dos divisores positivos de 10 
(16) VERDADEIRO. 5(2”)=1+2+2°+ c de 10 
КЕРЕ 


strar ue, se n é nú БФ 
pe que, se n é número perfeito par, então 8n + 1 éu 
Solução: n m quadrado perfeito. 
pelo Teorema ‹ c Euler, se n é um nümero ei 
= 93p9k- 1,98 perfeito раг > п = 26-102 
aoa (= 10] + 4 ы ынасы ege CN S (2* — 1), onde 2* — 1 é pri 
ý = (k + + E 2.1 
2 -22* qe (akt! ay, é primo. 


pw S Ке e 
3) (olimpiada 4а 80654 eed Um inteiro positivo n é chamado perfeir 
. ех 1 q A erfeito s Š 
5. , é igual а n. Prove que se um número perfeito fiie da quest "i no OS seus 
é divisivel por 7 


divisore | 

entào ele é divisível por 49. 

Solução: ny 

Suponhamos inicialmente que n é par. Vamos usar о seguinte resultado: 

“Se п é um número perfeito par, então n = 2^ (25 – 1) onde ай A — 
£7 mo." 


ы k i 5 
o, então 2-1 7 = k=3 > n=28, que não serve pois n? 28. 


ra o caso em que n é impar. 
. Kia Ka к, 
а fatorada: n = pi P2 Pr» sabemos que a soma dos divisores positivos de n é 


Como 7 é prim 
Analisemos ago 
Escrevendo n nã form 

a pla. pep +P жар; 
seja perfeito temos que o(n) = 2n. 

7 e nào por 49, fazendo рі = 7, então o(n) = (1 + 7).K = 8K, onde K é um inteiro 
2n > 8K-2n > n^ 4K, que é um absurdo, pois n é impar. 

| por 7, então n é divisivel por 49. 


igual a o(n) = (1 * Pr DAP, арі. +р'). 
Para que um nümero 
Sené divisivel por 
positivo. Como o(n) = 
Deste modo, se n é divisíve 
8.5.3. Números Multiperfeitos o % 

Um inteiro positivo n diz-se um número multiperfeito de ordem k ou um k-número perfeito se е 


somente se s(n) = Kn, ondek>3 é um inteiro. Designa-se um número multiperfeito de ordem k por Рк. 

Assim, por exemplo, O inteiro positivo 30240 = 25355,7 é um número multiperfeito de ordem 4 (ou um 
6.134-152-17º- 

número P4), pois, temos: s(30240) = 215 е =. = 63.40.6.8 = 120960 = 4.30240. 
2-1 3-1 5-1 7-1 


a enviada a Mersenne em 15 novembro 


D UNE 6.7 (de Descartes) (mencionado em uma:cart 
38): | 
E: é " О ЖЕРТ; m 
* + néum número Р; e não é divisível por 3, entáo 
"n idi número n é divisível por 3 mas não 6 divisível nem por 5 ou po 
тей, 
3 Se um número n C 
n não é divisívi 

бент ivisível por 3 с 5 
“Senéum ү! 
Biete número Рз, então s(n) = 3n e sen nào é divisível por 3, 
"Sen е Зп é um número Ра 

Acum nú 2 À E 
пу = 533 ed Р», e n = 3k, onde К não é divisível nem por 3 ou 
о талдады 
"to: 445) = ude de n = 3k, e k não é divisível por 3, temos s(n) = 
Coro é um т 604500) = 60,5(п) 
UM núme Umero 2 LO А М ; 

úmero p, Ps, então s(n) = 3n, que implica que s(45n) = 180n = 4.45n, prova! 


3n é um número P4. 
r 9, e se é um número P3, então 


e 3n é um número Рақ. então n é um número Рік- 


então s(3m) = 5(3).5(п)= 4.30, € 


por 3. então: 


s(3).s(k) = 4509. 


ndo que 43n é 
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Capítulo 8. Di 
х š 1 3 SPTO 0. Divi: 
3º: Se n não é divisível por 3 e se Зп é um número Рак. então s(3n) = Ak.3n, que implica que q 


s(3).s(n) = 4.s(n). então s(n) = 3kn. que prova que n é um número Pak. 


Exemplo: 


1) Mostrar que nenhum inteiro da forma n = 2,3% é um 3-número perfeito. 

Solução: 

Suponhamos. por absurdo, que exista um n = 223º tal que s(n) = Зп = 2°.3"*! $ 

ае Es ve а ШЕШ tis DG E )] RS 98031 1 > (25% Дей Dot фе. D= оа + 19 П 

obviamente esta expressão não possui resposta, pois а expressáo do lado direito da igualdade 6 
estritamente maior que a expressáo do lado esquerdo. 


8.6. NUMEROS AMIGOS 

Dois inteiros positivos m e n dizem-se nümeros amigos se e somente se а soma dos divisores 
positivos de m, exceto o divisor m, é igual a n, e a soma dos divisores positivos de n, exceto o divisor n, 
é igual a m. Em outras palavras, dois inteiros positivos m e n dizem-se amigos se e somente se 
s(m)-m=n es(n)-n=m ou seja, o que é equivalente a s(m) = m + п = s(n). 


Exemplos: 


1) Mostrar que os inteiros 220 e 284 são números amigos. 

Solução: 

i) 220 = 22.5.11 = 5(720)-220- 5(22).5(5).5(11) - 220 = 7.6.12 — 220 = 504 - 220 = 284 
ii) 284 = 2271 = s(284)-284= 5(22).5(71) – 284 = 7.72 — 284 = 504 — 284 = 220 

Logo, por definição, os inteiros 220 e 284 são números amigos. 


8.7. NÚMEROS DEFICIENTES E ABUNDANTES 

Um inteiro positivo n diz-se um número deficiente se e somente se s(n)-n<n ou 5(п) < 2n 
e diz-se um número abundante se e somente se s(n)-n>n ou s(n)> 2n. 

Assim, por exemplo, os inteiros 15 e 18 são respectivamente um número deficiente ou 
abundante, pois, temos: 
s(15) = s(3.5) = s(3).5(5) = 4.6 = 24 < 2.15 
s(18) = s(2.3?) = s(2)5(37) = 3.13 = 39 > 2.18 


Exemplos: 


1) Prove que existem infinitos números naturais ímpares tais que s(n) > 2n. 

Solucáo: 

Seja o nümero n = 945m, onde m é um nümero natural não divisível por 2, 3, 5, 7. 

Desde que 945 = 32.5.7 е mdc (m, 945) - 1 => s(n)- s(945)s(m) > s(945).m = 1920m > 2n 
Então todo número natural da forma n 945m (m não divisível por 2, 3, 5, 7) satisfaz s(n) > 20 


2) Sejam p um nümero primo е о inteiro k 2 1. Mostrar que p“ é deficiente. 

Solucáo: 

Como s(p*) = (p* *' — 1)X(p — 1), basta provar que 2p* > (p* * ! - Dp- D. : 
p? e. әрен =p -2p* "m р! 2р? +1 Е p'(p-2*! ‚ que sempre é maior d^ 


Note que: 2p* — 
чен а FRE pel р-1 


0, pois p 2 2. 


Exercícios 


Achar 0 inteiro positiv. 
1) Achar А 1 E tivo da forma 2.15" 7n 
que admite 36 divisores positivos P Hn 


ч k=155k 

а = 2 1 

7) Seja n=2 (22-1) um número 
Demonstrar que o produto dos diviso 
de n ¿igual an. 


Perfeito par, 
res positivos 


3) Achar o menor inteiro positivo com sei 
divisores positivos. s 


4) Determinar o inteiro n = 25.37.7 sabendo que 
os produtos 5n. 7n e 8n têm, respectivamente, 8 
12e 18 divisores positivos a mais que n. ; 


5) Determinar o inteiro п = 2.37.5”, sabendo que 
dividido por 12, por 18 e por 90 perde, 
respectivamente, 24, 27 c 30 dos seus divisores. 


6) Determinar o inteiro n = 253), sabendo que o 
A "m 2. ` Й 

número de divisores de nº é o triplo do número de 

divisores de n. 


7) Determinar o inteiro cujo produto de todos os 
seus divisores é igual a 3% x 544, 


8) Demonstrar que, se n > | é um inteiro 


composto, então s(n) > п + Уһ. 


9) Mostrar que о inteiro n = 2!9(21' — 1) não é 
um nümero perfeito. 


10) Mostrar que náo existe um inteiro positivo n 
fal que s(n) = 10. 


11) Demonstrar: a)d(nx2/n b)n<s(n)< п? 


a Demonstrar que d(n) é um inteiro impar se e 
mente se n é um quadrado perfeito. 


1 PE 
3) Demonstrar que, se n» ] é um inteiro 
co 

posto, então s(n) > п+ n. 


м | 

шаг que, se o тас (a, b) = 1 ese а é 
ante, então a.b é abundante. 

15) Ac | 

in 08 valores de К para os quais 2*.11 é 


165, 
Emons 
Monstrar as seguintes proposições: 
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Capítulo 8. Divisores 


m primo é um número 


a) Nenhuma poténcia de u 
perfeito. 


b) Um quad ito nà 4 
pue rado perfeito nào pode ser um nümero 


c) 0) produto de dois primos ímpares nunca é um 
numero perfeito. 


17) Mostrar que todo múltiplo de um número 
perfeito é um número abundante. 


18) Calcular os valores inteiros de x tal que f(x) 


x? 


assume valores inteiros: f(x)= А 
x+6 


19) Determine quantos inteiros positivos são 
divisores de 45% оц 7559 Generalize este 
resultado para a" e b", onde a = ра е Б = pq. 
para primos p e q, com p «q «2p. 


20) (UECE-2004) Sejam ni, пу, пз, na, ns e na os 
seis números naturais divisores de 28. A soma 
1 1 1 1 1 1 


é igual a: 


n, n n 


1 E 1 a "a Ж 

a)l b)2 c)4 d)3 

21) (UECE-2004) O número de divisores 
positivos do número 75.600 é: 

a)41 +5! b)2!*3!* 4! c)4! d)5! 


22) (Mackenzie-2001) Dado o número natural n = 
25.3.5? os divisores positivos de n, que sáo 
múltiplos de 225, sáo em número de: 

a)36 b)32 c)28 d) 25 e)27 


23) (Mackenzie-2002) O número natural 8.5* tem 
24 divisores positivos. O valor de ké: 
a3 b)4 95 d)6 97 


Divisores próprios de um 
sáo todos os divisores inteiros 
to o próprio М. Um número € 
rito como soma de 
A partir dessas 


24) (UFMT-2002) 
nümero positivo N 
positivos de N, exce 
perfeito quando puder ser esc 
seus divisores próprios. 

informações, julgue os itens. 
O O número 28 é perfeito. | 

O Todo número par é perfeit 
O Não existe número primo 


о. 
perfeito. 

25) (UFU-99) Dos divisores positivos de 1800, 
quantos são múltiplos de 8? 

a4 М9 с)10 08 


anms 


6; 


apítulo 8. pj, 
" a) 12 DIO JH rua Маш 


Sejax = 3600. Se p é o nümero 
sdexeqéo nümero dos 
de x, entáo 6 CORRETO 


26) (СЕУ-2001) | 
de divisores natural 


divisores naturais pares 


23 b)p=36eq=45 


=45eq>> H » 
JP asaget d)p=45eq= 12 
ер? 16eq= 3 
27) (Fuvest-90) O número de divisores do número 
40 é: 
28 bo 94 42 9 20 


28) (Fuvest-97) O menor nümero natural n, diferente 
de zero, que torna o produto de 3888 por n um cubo 
perfeito 6: 
a6 bI2 915 d)l8 е)24 

29) (Unicamp-2001) O teorema fundamental da 
aritmética garante que todo número natural л > 1 
pode ser escrito como um produto de nümeros 
primos. Além disso, se n2 p; p? py, onde pi, 
рэ, .... Pr São números primos distintos, então о 
número de divisores positivos de n é d(n) = (1 + 
Da + Dt + 1). 

a) Calcule «(168), isto é, o número de divisores 
positivos de 168. 

b) Encontre о menor nümero natural que tem 
exatamente 15 divisores positivos. 


30) (ESPM-2003) О nümero natural ЇЧ = 180.p, 
onde р é um número primo, possui 27 divisores 
naturais. O valor de p é: 
32 b3 co)5 %7 all 

31) (ESA-92) Se o número М = 2*3? tem 6 
divisores, o valor de N é: 
a)l b)2 c)9 d)18 e) 72 

32) (Colégio Naval-81) Seja N = 23555. О 
nao de divisores de N que são múltiplos de 


3)24 b)35 c)120 d)144 e) 210 
3 é gi 
33) (Colégio Naval-82) O número de divisores 


inteiros de N, sendo igual ao p 
! E: igual е 
па N o produto de K 
numeros primos distintos, é: 


aK? K 
ӘК ыж gy d2K «ук 
34 ірі 
) (Colégio Naval-85) O número máximo de 


diviso; € 
res do nüme ы 
то E 
natural 48,27* 2% x e N ге 


35) (Colégio Naval-91) O produt 
divisores inteiros de 144 е: 
3)-2? x38, 293% 
b) 230 x 315, d) 289 x 320 


O de todos 0s 


9-39, 


36) (ITA-2003) О nümero de divisores de 17 
que, por sua vez, são divisiveis por 3.é:  . 
а)24 b)36 c)48 d)54 е)? 


640 


37) (UFMS-2005) É correto afirmar que o nümero 
480: 

(01) pode ser escrito na forma 2? 3.5.7, 

(02) possui 24 divisores inteiros e positivos. 

(04) possui 16 divisores pares. 

(08) possui 8 divisores ímpares. 

(16) possui 3 divisores que são quadrados 
perfeitos. 


Questões de Olimpíadas — Nível Intermediário 


38) (Ceará-99) Seja n um inteiro positivo e c(n) a 
soma de todos os divisores positivos de n. Prove 
que o(n) + o(n - 1) > 51/2, para todo n. 


39) (Rio Grande do Norte-95) O nümero de todos 
os pares de inteiros positivos (a, b) com а+ < 


1 
а+— 


D=13é: 
-+b 
a 


100 que satisfazem 


40) (Berkeley Math Circle-2000) Mostre a 
existem infinitos números naturals n com M 
seguinte propriedade: a soma Е 
divisores positivos de n, excluindo n, ё 190 

12. 


; 10У05 
eiros post 


41) (OBM-2004) Para quantos int 


04 , intei sitivo? 
4 m inteiro po 

т o numero pm 25 eu 

a) um b) dois с) ues 

d) quatro е) mais que quatro 


A aneiras 
42) (OBM-95) A quantidade de mano, 


dul 
escrever o número 2100 como s (considere * 
números naturais primos ente 1 
ordem dos fatores): 2 
aj06 b)12 916 DA e) 


Apresente 10205 OS nümeros 
present р 

„nores do que 1000 que têm 
tivos. Por exemplo: 


trés divisores 


KT ativos m 
visores pos 


trés di 
exatamente 


4 tem 


2031 Considere о produto de todos os 
"otivos de um número inteiro positivo, 
Ў número. Dizemos que о nümero e 
difere о produto desses divisores for igual 
poe do do número. Por exemplo. o número 
poderoso. pois seus divisores positivos 
a que ele são 1,2,3.4 e 6e 1.2.3.4.6 = 
Apresente todos os nümeros poderosos 
100. 


| (OBM- 


posit 


а 


antes dess! 


lo 
res СС 


menores do que 


Argentina-98) Determinar todos os números 
sedis que (n + 98) (n + 19) é um número 


48)! 


46) (Argentina-2000) Dizemos que um inteiro 
maior que | é admissível se cada um dos 
resultados da multiplicagáo dos divisores do 
número (positivos e distintos) é maior que 1/5 do 
rúmero. Por exemplo, 6 é admissível porque seus 
divisores são 1. 2. 3 e 6. e os produtos: 1.2 = 2. 

16-7 6 е 3.6 = 18 são todos maiores 
que 65. Determinar todos os іпісігов positivos 
admissíveis. 


47) (Argentina-2001) Dado um número natural л. 
denota-se P(n) o produto de todos os divisores 
positivos de n, incluídos 1 e n. Por exemplo, P(12) 
712.3.4.6.12 = 1728. Achar todos os 
números naturais п menores que 400 tais que n 


e exatamente dois divisores primos distintos e 
Men”. 


wi (México) Prove que o produto de todos os 
IVisores de 21% 3100 & 6510020 


39) (México-87) Quantos 


f inteir: 
dividem 209 ( 05 


positivos 
20! = 1.2.3...19.20) 


SO) (Univare: " 

E iue do South Carolina-95) O nümero 

р-у." у pares que sáo divisores de 

t Sé: 

a : 

) 15 b)16 )29 

е)2 

Catons sill 
'onsville.9s, c... 

Visores Ше-95) Seja N o produto de todos os 


* Positivos de < 2 К 
Sde уо vos de 1995. Qual é o nümero de 
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Capítulo 8. Divisores 


5)19 c)22 d)27 

52) (Duke-98) O inteiro pos 
possui 28 divisores po 
divisores positivos. 
divisores pos 


vo n é tal que 3n 
os € 4n possui 36 
Determine o número de 
tivos de n. 


53) ( Wisconsin-2002) Determine o nümero de 
inteiros náo-negativos n tais que 2003 + n é um 
múltiplo de n + 1. 


54) (Wisconsin-2003) Suponha que n é um inteiro 
positivo tal que existam exatamente 
diferentes inteiros positivos tais que n/m 
inteiro: Se um destes seis números é m 
determine todas as possibilidades para n. 


55) (Portugual-94) Suponha que temos 1000 
lâmpadas apagadas, cada uma com o seu 
interruptor, numeradas de 1 a 1000. Efetuamos as 
seguintes operacóes: no primeiro passo acionamos 
lodos 08 interruptores, по segundo passo 
acionamos os interruptores das lámpadas 2. 4. 6, 
8. .... no terceiro acionamos os interruptores das 
lámpadas 3. 6, 9. 12. .... no quarto acionamos os 
interruptores das lâmpadas 4. 8. 12. 16, ..., e assim 
sucessivamente. Ao fim de 1000 passos, quantas 
lámpadas estáo acesas? 


56) (Catalunha) Um número natural possui 2 
fatores primos e 8 divisores positivos. Calcule 
este nümero sabendo que a soma dos seus 
divisores é 320. 


57) (Vietná-70) Determine todos os inteiros 
positivos que dividem 1890.1930.1970 e que nào 
sào divisiveis por 45. 


Questões de Olimpíadas — Nível Avançado 


58) (Ceará-95) Seja n natural e f:N — N a função 
dada por (и) = número de fatores (ou divisores) 
positivos de n. Determine os valores de n para os 
quais 21) = n 


59) (Argentina-95) Para cada inteiro positivo n 
seja pín) o número de pares ordenados (х, y) de 
inteiros positivos tais que 1/x + l/y = l/n. 

Por exemplo, para n - 2 os pares 540 (3, 6). (4. 4), 
6,3). Portanto p(2) = 3. К 
E risen pin para todo n e calcular p 993). 
b) Determinar todos os pares n tais que p(n) = >. 


LT 
o número q e 


----- 


69) (Báltica-96) Seja dín 


) 


'gentina-96) Se п é um número natural, 


Ositivos йө | 
6@) (Arg ES ишы borde a de um inteiro positivo n (ipe visor 
din) é o número de divisores positivos de n. Pc n). Sejam а> | e ps Ұзын Incluindo y 
exemplo. 4(12) = 6, pois os divisores positivos | éum primo. Prove que d(a" 5 tais : 


4 6 m - e gu 
( E > 
sáo 1,2 3.4, 6е 12. Calcular todos os nümeros 1) n. 1 


naturais n < 200 tais que n/d(n) = 8. 70) (IMO-83 banco) Qual dos n 


и úr 
1983 possui o maior mens 1,3, | 


número qe d 


61) (Argentina-2000) Determinar qual E a | positivos? Visores | 
quantidade de pares de nümeros naturais (а, b) | | 
que verificam simultaneamente que 4620 é | 71) (Auckland-98) Determine todos os númer | 
múltiplo de a. 4620 é múltiplo de be b é múltiplo | primos p tais que o número рі + 1) Ms 
de a. exatamente 6 divisores positivos (incluindo | E 


próprio nümero). 
62) (Olimpíada Provincial-2000) De um nümero 
natural n sabe-se que tem exatamente seis | 72) (Іга-99) Suponha que n é um inteiro positivo e 
divisores positivos contando de 1 a n. Também | di < d» « d; < d, sào os quatro menores inteiros 
sabe-se que o produto de cinco desses divisores é | positivos que dividem n. Determine todos os 
igual a 648. Determinar n. inteiros satisfazendo n = 42 +42 +d? +42, 


63) (Putnam-69) Seja n um inteiro positivo tal que 
n+ 1 é divisível рог 24. Prove que a soma de 
todos os divisores de n é divisível por 24. 


73) (Croácia-2003) Quantos . divisores' positivos . 


В 2 ЕКЕНІН IM 
do número 30%% não são divisores de 20^ "^ 


74) (Irlanda-97) Dado um inteiro positivo k, seja 


64) (Rússia-1936) De quantas maneiras distintas G(k) a soma de os inteiros positivos que dividem 


odemos representar 10% como o produto de trés Rod 1 
рып р E x bos ; n. Por exemplo, с(3) = 1 +3 =4, 0(6)=1+2+3 
fatores naturais? Fatorações que diferenciam = diy 
5 5 Я +6 = 12, с(12) =1+2+3+4+6 +12 = 28. 
somente pela ordem dos fatores devem ser od к TEE 
consideradas distintas. Nós dizemos que К é abundante de o(k) > 2k. Por 
exemplo, 12 é abundante. Sejam k, n inteiros 
65) (Espanha-92) Um número natural N que é | Positivos e suponha que k é abundante. Prove que 
múltiplo de 83 é tal que ЇЧ? possui 63 divisores. | Kn é abundante. 

Calcular N, sabendo que é o menor nümero IS ümero 
possível que cumpre tais condições. 75) (Olimpiada Provincial-97) De um ua 
natural composto n sabe-se o seguinte: cada 

66) (Lituánia-95) Um inteiro positivo n é | divisor positivo de n, exceto 1 e n, é maior ү 
chamado de ambicioso se ele possui a seguinte | igual que n — 20 e menor ou igual que n= ^^ 
propriedade: escrevendo n à direita (na | Determinar todos os possíveis valores de n. 
representação decimal) de todo inteiro positivo, 


obtemos sempre um número que é divisível porn. | 76) (Argentina-2000) Um número natural E 
Determine: balanceado se tem a mesma quantidade de digitos 
a) Os primeiros 10 números ambiciosos: que de divisores primos distintos. Por exemplo, 


b) todos os números ambiciosos. 20 é balanceado, pois tem dois dígitos € dois 


divisores primos distintos (2 e 5); 81 não © 
67) (International Talent Search) De quantos | balanceado, pois tem dois dígitos e somente um 
modos 1992 pode Ser expresso como soma de um divisor primo (o 3): tão pouco é balanceado 60. 
9u mais inteiros consecutivos? pois tem dois dígitos e trés divisores primos 
68) (Báltica-92) Sej А ЧК distintos (2, 3 е 3) Determinar um nümero 

За 002-22) Seja d(n) о número de divisores | balanceado de 6 dígitos e determinar qual é à 
positivos de um número natural n (incluindo | e | máxima quantidade de dígitos que pode ter um 


n). Prov dstem i i ú i 1 
Т с que existem infinitos números n tais que | Número balanceado. 
n/d(n) é um inteiro. 
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a c b dois inteiros quaisquer e seja m um inteiro Positivo fixo. Diz-se q 
хеп а 6 E ifere: 33 
| ч y se e somente se m divide а diferenga a — 
dulo o à 
ме 


b. Em outros 
nte se existe um inteiro k tal que a- b = km. Co 

(seme x 

жс 


m a notação 
te à b módulo m. Portanto, simbolicamente: 
nte c 

conn 


u 


© аё congruente a 
termos, аё congruente a b módulo m 
a =b (mod. m) indica-se que as 
€» m|(a-b) ou scja: a=b(mod.m) e 
= b (mod m) e? 

a= 


ш 


KeZ/a-b-km 
PROPRIEDADES Д" | = | | 
И Seia m um inteiro positivo fixo (m > 0) e sejam a, b. c e d inteiros Quaisquer. São válidas as 
Seja m 
seguintes propriedades: 


(Das a (mod. m) 
Demonstração: 


Como 0 € divisivel por qualquer inteiro m + 0, então: 0 
ou 


Та-азап > a=qm 


та = aza(mod m) 
Шав b (mod. m) с> еа (mod. m) 
Demonstração: | 
Scasb(nod,m) => a=qm+b > b= Eoóm+a => b=a(mod m) 


Ra = b (mod, m) 


e bsc(mod. m) > ase (mod. m) 
Demonstração: 


Neacb(mod.m) => a= qm + b. Se b=c(mod. т). mm bu фт + с 
Asim a= mq tq) te => asc ( 


mod.m) 


(Mae b (mod, m) e n|m, com n> 0, > a=b (mod. n) 
Demonstração: 


Se а= (той, m) => a qim + b. Sen|m > m-ng => a=qen-b > asbímodon) 


a=b (mod, m) ее>0,-> acabe (той. тс) 
Demonstração: . 
Seas b (mod, m) => a qm +b, Multiplicando porc» 0 > ac= qíme) = Бе > аса be (mod. mo) 
(б) аза b (mod. т) e a, b, m sáo todos divisíveis pelo inteiro а> 0 > а 
Demonstração: 

Se a= b (mod. 
Div idindo (1) 


jd = b/d (mod. m/d) 
M = a=qm+b (i). Se dla,d|bedim > ad, bd e md siot 
por d temos que: 


todos in 
(a/d) = q(m/d) + (bid) = а= (mod. т d) 


Mash (mod. m) e сед (mod. m) = a+c =b +d (mod. m) e ac = bd (mod. m) 
CMonstração: 

Še a= b(n => a=qm+b (1). Se c=d(mod.m) > c=qm+d (i 

DG) zs qu CS (y +q)m+b+d > a+ c=b+d (mod. m) | 
"Ix (i) - ас = qm? + qidm + Ыт - bd > ac = (qam = qid - q:b)m = hd > aee Nd im 


nod, m) 


ыр (mod. m) => à + E 


7 =b + с (mod. m) e ac s bc (mod. m) 
опу гасао: 
eab in y 
1 
аже. od. m) 


= à-qm-b (i) Somando c aos 2 lados de D > а-с- 
be . 
Мину, Mod. т) 


qu + bg => 
ando (i) 


Pore => ас+( 


gom+be = ac=be(mod т) 
a 


lh (mod, m) = a 


=b" (mod. m) para todo inteiro positivo n 


demonstração: Тр зей ы " 
Deme a n dom) => атчт+Ь (D. Elevando a n os dois lados de (1) temos que: 
\ n ы ы 


LN £1 1 
n ет у? тер) ) > a"=b"+m И т һ =] 
bram” с> а bos Se) (qm d p p) "т" | 


А ізі 
ў y) 
break > ah s b" (mod, m) 


Exemplos: 


1) (Mackenzie-2003) Ao ser dividido por 5, o nümero 4758 * 118a x 25847 deixa resto 1. Um 

valor do algarismo a, das unidades, é Possivel 
i4 05 «6 d7 c)8 

Solução: 

Note que: 108a = 1180 +a => 118a = a (mod. 5) 

Como 25847 = 2 (mod. 5) => (1182)(25847) = 2a (mod. 5) 

Como 4758 = 3 (mod. 5) => 4758 + (1182)(25847) = 2a + 3 (mod. 5) 

Logo: а +3 = 1 (mod. 5) > 2a=4(mod.5) > a=2oua=7. 


2) (Colégio Naval-2005) Um número natural N deixa: resto 2 quando dividido por 3; resto 3 quando 
dividido por 7; e resto 19 quando dividido por 41. 
Qual é o resto da divisão do número k = (N + 1).(N + 4).(N + 22) por 861? 
а)0 b)lI3 c)lI9 d)33 c)43 
Solução: 
Pelo enunciado: 
i)Na2(mod. 3) => N+1=0 (mod. 3) 
i) N = 3 (mod. 7) => N+4=0 (mod. 7) 
iii) N = 19 (mod. 41) = N * 22 = 0 (mod. 41) 


Logo: N + D(N + 4)(N + 22) = 0 (mod. mmc (3.7.41)) > (№ + D)(N + 4)(N + 22) = 0 (mod. 861) 


3) (Colégio Naval-2004) O resto da divisão de 5%! + 7!3! + 99! + 1513! por 12 é igual a. 
a0 5? 07 d)9 еуі 

Solução: 

1)7--5 (той, 12) > 7% =(-5)% (mod. 12) > 5! +73! = 0 (mod. 12) (1) 


i) 152-9 (mod. 12) > 15 =(-9) (mod. 12) > 9% + 152! = 0 (mod. 12) (2) 
Somando as congruéncias (1) e (2): 5P! + 73! + 9131 + 15810 (mod. 12) 


4) (OBM-98) Qual é o dígito das unidades do número 319% 
a0 5,3 OS d? е) 

Solução: š 
3 2-1 (mod. 10) = (3 = (— 1"? (mod. 1 ы 31% = 9 (mod. 10) = 
o digito das unidades de 31% & 9. de ды "secos ) 


5) Demonstrar que 27 + 37° ¿ 


divisive 
Solução: ivisivel por 13. | 
24.332 2 2 
De E 13) > %=-3 (mod. 13) => (2555 (355 (mod. 13) > 


(mod. 13) = 279 + 3" = 0 (mod. 13) 


6) Mostrar que 11 = | (mod. 100) 
Solução: 

Isa DO e 1t enr * 
11 - 1810001 9 1158 1174 
Basta agora provar que (11? 


«ЖІП ЗІ) ээ 
атып 


++? + +11? +11 + 1) é divisível por 10. 


L T 24? ке”. 


-— o EA 
6 
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TEIL \ i КҮҮ umen oc 
mod. 10 => le lo ll = m IU mm Tim 11% À (mod, 10) 
DEL ПЕГЕ О н + al A 
сін QUT І 11 +110 (тоа, 10) > 11 1 17, 11241] + [= 0 (mod, 10) 


Rio de Janeiro-98) Mostre que о número N = 760!" — 208 + 910199 — ¿52108 é 


da do 


- 1998 

à almente que 1998 = 2 3537 
E М0-275.37 => 760ж20(то4. 2,37) > 760'"5450!9* (mod. 2.37) > 

wx. 3095 O (mod. 2,37) 

010.652 = 1258 = 2.17.37 => 1910 æ 652 (mod. 2.37) > 19108 = 6521%% (mod: 2,37) = 
ал 852/95 а O (mod. 2,37) 
uw: NOU 20^ КЗ" 652 e O Qnod. 237) ж 
110905 20 ^4 1910 = 652" 

00-652 = 108 = 223° => 760 = 652 (mod. 3%) => 760% = 652! (mod. 3) = 
o 6325 0 (mod. 37) 
3 5.7 = 1910=20 (тоа. 3 > 1910" = 20!%% (mod. 32) > 


210-20= 1890 = 2.33, 


v) IV : 
2108. 20 a 0 (mod.3?) 

8 20/5: 1910/93 — 652/95 = O (той. 32) > 37|760/98- 208 + 1010195. 652195 
WE 20199 + 1910/91 — 652/98 е. 33 | 06909 ii O a D 6601707 ш 


20% + 1910/88 — 652795 — 1998/7608 — 5919... = 6521 


mpiada da Bulgária-2000) Determine o dígito das centenas de 21999 2000.1: 89]: 


$) 01 
Selução: Е д 
N que 2 тю. 2000 ү 22001 >> 2/59(1 +2+4)= 2199 7 


W= > 2" = 24 (mod. 100) => 22 = 76 (mod. 100) > (27)? = (76)” (mod. 100) = 

7% = 76 (mod. 100) = (2 (279) = (24)(76) (mod. 100) => 2°% =24 (mod. 100) = 

242) = (512124) (mod. 100) => 27% = 88 (mod. 100) = 2/%7- 16 (mod. 100) 

Desde modo concluimos que os dois últimos digitos de 2'%%.7 são 16. Como 2'*”.7 é divisível por 8, с 

um número é divisível por $ se e somente se o número formado pelos seus trés últimos algarismos é 
el por 8, os últimos 3 dígitos de 2'.7 podem ser 216, 416, 616 ou 816, ou seja, o algarismo das 


04 > 


centenas € par. 


9) (Olimpiada do México-87) Demonstre que para qualquer inteiro positivo n, o número 

(n —ny5**** + 3-3 é múltiplo de 3804. 

Solução: 

Inicialmente observemos que 3840 = 223.317 АРРА 

Como д?р = (n— 1)п(п + 1), então 6 | п? — n, faltando provar que 2.317 |5, +3 

Сото 3751377? ¿a soma de dois números impares, entào 2 | ы а 

Como 5#+3°=634=2.317 > 5'+3?=0 (mod. 317) > 5's-3' (mod. 317) > 

Gyr! -(- 35у! (mod. 317) > sn +4 2.2350 (mod. 317) -> quedas = 0 (mod. 317) 


9 Olimpiada do México-90) Prove que nº”! – 1 é divisível рог (n— 1) para todo inteiro n > 2. 
cão: 


Notemos que nº=! | = (n— Doe nl) 

No Provar agora que pen ot +n +n] édivisivel рог n- 1. 

““©ешо$ que: 

mst mod п-1) > ns] (шобп-1) 
*l(modn-1) nº-2=1 (mod.n—1) 


e LI ge 
pr? o estas congruéncias: n" + n^ + 
*np*73. в-ҹ > TEN 

Satt n ++ 1 = п 1 (той, п 1) 


n! = | (mod. п 1) n*= 1 (mod. n- 1) 


o+p+l=1+1+..+1+1(mod.n-1) > 
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т-у. MEL 7X 


i "d nl” 0 (mod n 1) 
SNC T 
а 
қ n ' 
" қ 4" ' i 
| осу Prove que y 217", onde n é um inteiro não nulo 
amada de Ingtatertas 7 bas. 
po commas : 
to 
qua {айо Ре НЕ! К 
: PL ы + 
solução: No v py mod O => + > M 1) (med: 10) 
: ari > 4 x 
pec UN e 201 ато 107 S s 17(— 1) (mod. 10) 
"ILE 0 ad С сауаты 10) > 35! 2: ЕЁ: lY (med 10) 
— mx É = Ш NN 
с an оп A então 2 + 247º TU 
aero que termine e Bend odd gus 


y y ( 
quadrado Pel 

ж. += 49 

AAA = 37(- 1)" (mod. 10) M 


| 
Como ndo см 
marcado ы Я k " ‚3 
пу „кэт -N + de 1) (med, 1 
| 
=. жест a (= Y (mod 10) | Е E | 
s ` n м anterior, temos que nde existe quadrado perterto da forma 3757 2.17201 
Analog que de CANO + 
9 ais АЕР ш) 

NUMO- aa) Determine todos os NUME eros natur vis n раға os qui ais 7 divide 27-1. 

12 e Ul n : HA 
i зага o qual divide 2" + 

(№ pove que МА existo um numero п, ишга! n para o que 
Solução: | " de 

y Note nos q ue 2 827-1 > 22-1 (тод. 7) > 2% = 1 (mod. 7) > 7|(2 1) 
a сам po» . 7) 

n e divisive el par 3 3 então I-l € divisivel por 7 
n 1 Sk €! - 5 _ - : 
EE ре > C =1)-1=7у > + 1=7у+1 > 
к, ч À 
senéda forma n ЗК + então 7 nde divide 27-1. 
n SEIL руа 2 Cyn NET. Y sm му > 
À HY ~ 
2 so 7 nào divide 2 — Lh 


" i ded n= 


Iii Е 
Assim, 7 nunca divide 2" + 1. 
m 
13 (Olimpiada da Austria-Polónia-93) Determine todos os números naturais x, y 2 1 tais que 2-3 
Solução: 
Analisemos à expressão modulo 3 
) Es s-l(med.3) > = (- 1 (mod. 3) 
i)D3zsü0(mod.3 > Pe = 0 (mod. 3) 
Assim. 1-0 “7 ж 2222 =7(mod.3) > E D'=1l(mod.3) > X é par 
i ssão módulo $. 
= 1 (mod. 8) > 377 = 3 (mod.8) 
y i = 3 =-1 (mod. 8) 
= (mod. 8) > 3 = 2 (mod. $) impossível 
Mai mod 8) > Ў = 5 (mod. 8) impossível 
N=0(mod.$) > 3241 (mad: 8) > vépar qurais. 
Deste modo concluimos que Х р: > 4 Portanto, х= 2п € a м 
Assim: 25-3327 => 27- 2304327 > di 
55 = > 2"t'e$8 5 
23756 ә 3-3 > т=1 > у=? 
Assim. x=4 e y 22 éa ùnica solução. f 
de ga, 
© permite 


Тоқу y 
ômio de Newton Nº 


14) (Olimpiada da Es i 

mpi: а Espanha-2 с 5 i 
A spanha-2004) Determinar os quatro últimos dígitos 
Temos que 32 = 9 = 
simplificar os cálculos: 


сй: жы ыы J M 
10-1. Graças a esta expressão, а fórmula do bin 


254 


= 7 : Capítulo 9. Congruéncias 
359 2 (10- 1) (mod. 10) => 3% =- Cus 10 Crua 210 Су 10+ 1 (mod 16 
Note que: 


2.1001.1000 3 6 
з _ 1002.1001.1 1000. un =167(1000+1)10 


Coat = 6 

Cia 2:10? „ШОН agi = (500 + 11000 +1)100 

C, 54:10 = 1002.10 = (1000  2)10 = 10* +20 

324 = 100 20 + 1 (mod. 10*) > 3?" = 81 (mod. 107). ou seja. os últimos quatro digitos de 2327 são 
0081 


15) Para que valores de n, 5" + nº é divisível por 132 
Solução: 

Inicialmente note que: 

S's-l(mod.13) = S*=(-1) (mod. 13) > 


5% = 1 (mod. 13) 5*%*' = 5 (mod. 13) 5%*2=-1 (mod. 13) 552. 5 (mod. 13) 


Análise da divisibilidade de nº por 13: 
se n2 0 (mod. 13) => n'=0 (mod. 13) 


sen=tl(mod. 13) > nf = 1 (mod. 13) 
se nz 2 (mod. 13) = nº=-1 (mod. 13) 
se nz 3 (той. 13) = пб = 1 (mod. 13) 
se nz 4 (той. 13) = nº=1 (mod. 13) 
se nz 5 (тоа. 13) > п°=— 1 (mod. 13) 
se п= + 6 (той, 13) = nó 2 – 1 (mod. 13) 


Pelos valores encontrados, obteremos resto 0 quando tivermos um resto 1 de 5% com um — 1 de n^ ou um 
resto — 1 de $” com um 1 de nº. 

Vejamos as possibilidades: 

i)n-4a2en-713b*t2 = n=52k+24 ou n=52k +28 

i)n-4ae n-13b t5 > n=52k+8 ou n = 52k + 44 

Ш)п=4а e n7 13b 6 = n=52k+20 ou n= 52k +32 

iv)n=4a+2en=13b+1 => n=52k+38 ou n= 52k + 14 

vin=4a+2en=13b+3 > n=52k+10 ou n=52k+42 

vi)n=4a+2 e n=13b+4 > n=52k+30 ou n=52k+22 


16) Para que valores de n 1" + 2" + 3" + 4" é divisível por 5? 
Solução: 
94-1 (той. 5) > 4"-(- 1)" (mod. 5) 
i)32-2(mod.5) > 3"=(- 2)" (mod. 5) 
Então: |^ «2^ 43? 4 4n 51 +204 (-2)'*(-1)'(mod.5) > 
I*2 «3 дт [1] ртр + [2  (- 2)"] (mod. 5) 
Se n é impar, entáo temos que (- D = 1e (2) = - 2", ou seja, 1" +2" + 3^ + 4^ é divisível por 5. 
Se néda forma n = 4k, temos: 
P723 Ana | жб 16 +16 (mod. 5) = 1°+2"+ 3 +4" = 2+ 2.16" (mod. 5) 
Como 16 = 1 (mod. 5) então 16* = 1 (mod. 5) => "4 2" + 3" - 4" 4 (mod. 5) 
Se n é da forma n = 4k + 2, temos: 1" +29 3 «4e 11451 471 (mod. 5) > 
l Y CI 8.16* (mod. 5) > 1"«2"43"« 4" = 10 = 0 (mod. 5) 
ortanto, 1^ - 2^ + 3^ 4. 4^. é divisível por 5 quando n 6 impar ou deixa resto 2 na divisáo por 4. 


Capitulo 8. Co é 
Ў. Con 
оу SISTEMAS COMPLETOS DE RESTOS ШАЛУ 


Chama-se sistema completo de restos módulo m todo conjunto № {r.r г) а 
| End dem me 
qualquer q e congruente modulo m a um unice elemento de S MIL 


IMS. ОО Сырты. 4155.91 


tal que um elemento 


ASSUM 


É um мм 


ier exemple, vada um dos conjuntos 


ema completo de restos modulo 3 


921. Teorema: O conjunto SO, 12, m- 1] ¿um sistema completo de restos módulo m 


92.2. Corolario: Se SS [rn tn o rS! é um sistema completo de restos modulo m então os elem 


S sdo congruentes modulo m des inteuos 04,1, 


entos 
de ооо 1, tomados numa certa ordem 


Exemplos: 


D Mostrar que o conjunto S5 4 2.-1,0, 1, 2] ¿um sistema completo de restos módulo 5 
Solução: 
Um enterro qualquer a é congruente módulo 


$ a um único elemento do conjunto {0,1,2,3,4}, isto е 


аж Катод 5), com 0<К54 

Por outro lado, os elementos de S são congruentes módulo 5 aos inteiros 0, 1, 2, 3, 4, tomados numa 
certa ordem, pois temos: 

[e 4 (mod 5). 0& 0 (mod. 5) Ie l(mod.5). 2-2 (mod. 5) 


2 = 3 (mod 3). 
módulo 5 a um único elemento do conjunto S. e por conseguinte este 


Logo o inteiro а é congruente 
conjunto é um sistema completo de restos módulo 5. 


2) Para todo inteiro positivo n, prove que existe um único número N de n dígitos tais que: 


ON é formado somente com os digitos | e 2; 
i N é divisivel por 2”. 


Solução: 

Com os digitos 1 e 2 podemos formar exatamente 2^ números inteiros distintos de n dígitos. Provemos 
agora que estes números formam um sistema completo de restos módulo 2". 

Sejam Ny e No dois destes números, formados pelos digitos 1 e 2. Contando da direita para a esquerda, 
considere o primeiro digito onde N; e No diferem, ou seja, quando acontece pela primeira vez que um 
2. Considere esta como sendo a k-ésima posição. 0 € K & n 1. Como os 


do iguais, então quando calcularmos №, = № obteremos um número 


deles possui o digito | e o outro 
primeiros k — 1 digitos de Мем 
que inicial com k = | zeros, ce d 
Assim. Ni № 1000..000 => М-М; 
N; -Na quot! + tot= (qus DO" Қана? 
divisível por 27” “implicando que № e No nào deixam o mesmo resto na divisão por 22 
Como №, e № são dois números aleatórios entre os 2^ números de n dígitos que podemos formar com os 
2 diferentes па divisão por 2". Como existem 7 


қ n 
os modulo 2. 


gito de ordem kel 

10^ (mod 10) = 

_ А polo X! б Tasa é 
> № № = 25% (mod. 2º), entretanto < S não é 


“então todos estes 2" números deixam restos 


dignos l e 
(0.1.2.0. 2. estes números formam um sistema completo de rest 


restos módulo 2 
Assim, algum deles (e somente um) apresenta resto 0 na divisão por 2% 
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Capítulo 9. Congruências 


16) Demonstrar que 64 divide 72" «1en-1 para 


Exercícios 
todo n inteiro positivo. 


1) O último digito de 320 _ 2200! vale: m | 

м1 53 eps EY em 17) Prove que o número СОЛЕ r + 1^ é 

divisível por 11, para todo nümero natural К 

18) O número 3105 4 4 é divisivel por 13. 49. 

181 e 379, e nào é divisivel por 5 ou 1l. Como 
r confirmado? 


n 
este resultado pode se 


PO a AS 
2) Mostre que 8555 , 555577" é divisível por 
7 


3) Demonstre que 1492" — 1770" — 1863" + 2141 
é divisível por 1946. 
19) Determine t an 
= з +2" 


odos os membros da sequência 
ara todo n natural verifica-se: ! (n e N) que são quadrados 


4) Demostrar que р 
perfeitos de algum inteiro positivo. 


37242" “Гн 0 (mod. 11). 
5) Demonstrar que An = 58 23n-]1 + 1. é | 20) (Colégio Naval-83) O resto da divisão por 11 
múltiplo de 8 para todo inteiro positivo n. do resultado da expressão. |, 126 
12117 + 91197 xX 3437.6 
m inteiro nào negativo, (A) 9 (В)1 (С) 10 (D) 6 (a? 
o Naval-84) Sendo x? = 343. y!249e 


6) Prove que se n éu 
ОЛ 1 Ф371 е ее, 
21) (Colégi 
unidades simples do 


entáo: 17 | 
DESI iri 2 = 7, o algarismo das 
7) Ргоус que para todos os inteiros positivos n, à £ Sí 5 
1". gr-3"-6" é divisível рог 10. (NY) & 
resultado dc E é 
z 
8) Seja n um inteiro nào negativo. Prove que o A)1 ЗЕ os D)7 E) 9 
número formado colocando 2" e 281 lado a lado (А) ud e (D) P 
22) (Colégio Naval-95) Sabendo que o resultado 
1 + 14 é divisível 


em qualquer ordem é um múltiplo de 3. 
de 12x 11x 10x...x3x2X 
50 65 2 
27 e41% por 7. por 13. Qual o resto da divisão do número 13 x 12 
х..х3х2х1 por 169? 


9) Achar os restos das divisóes de 
mero | gj 143. b)149 c) 153 4) 156 e) 162 


10) Demonstrar que, se n > 6 é um nú 
perfeito par, então n é congruente a 1 (mod. 6). 
к 23) (IME-87) Sejam a b e c números inteiros tais 
11) Calc res ivisão por 365? MA cuia diisi 
) Calcular o resto da divisão por 8 de 4365" X | que 100a + 10b + c seja divisível por 109. Mostre 
(9a— c) * 9b* também é divisível por 109. 


7937". 
que 


12) Mostre que: ы Am 
d ) 2 «1 é divisível por 3; Questões de Olimpíadas 

iij Se п> 0. 7 não divide 2" + 1; " 
(ш) 3^ — 2 Mb den da. E 24) (Problem Solving-Strategies) Prove que se m 
(iv) (2903)" — (803)" — (464)" + 0261)" é divisível termina em 5 então 1991 | 12% + 9" +8" + É 


25) (500 Mathematical Challenges) Quais são os 


por 1897. 
md "we uos, 
FN Pas últimos 3 digitos de 7% 2 
" re que é impar e composto. 
2 26) (Rússia) Determine os dois últimos dígitos de 
14H, ! 


14) Prove que 36^ + 41% é divisível por 77. 
15) Prove T x Lime 
x Eq | 27) (Киззїа) Qual é o último dígito do número: 
ba", n € divisivel por 44; CO) )9...), onde existem 1000 potências le 
+ +30 é divisível por 13. 7? Quais sáo os dois últimos dígitos? s de 
28) (Rio Grande do N 
: orte-95 m 
unidades do número 1993199 ) О algarismo das 


247 


29) (Goiás-99) a) Estude o comportamento do 
resto da divisão por 7 de 2º — x^ sendo x um 
nümero inteiro positivo menor ou igual a 10000. 
b) Quantos sáo os inteiros positivos x < 10000 tais 
que a diferença 2* — x^ não é divisível por 7? 


30) (Ceará-2001) Achar o menor natural n tal que 
2001 é a soma dos quadrados de n inteiros 
impares. Justifique sua solução. 


31) (Pará-2003) Determine o algarismo das 
unidades de 1! + 22 + 35 + 4! + 55 +... + 98° + 
99%! 


32) (OBM-84 banco) Mostre que nenhum nümero 
inteiro da forma 1 +4" é divisível por 3. 


33) (OBM-2001 Nível 1) Seja N o nümero inteiro 
positivo dado por N = D-24374 6. 
(196883). Qual é o algarismo das unidades de N? 


34) (OBM-2000 Nível 2) É possivel encontrar 
duas poténcias de 2, distintas e com o mesmo 
nümero de algarismos, tais que uma possa ser 
obtida através de uma reordenagáo dos dígitos da 
outra? 


35) (OBM-2003) Seja n = 9867. Se vocé 
calculasse nº — nº você encontraria um número 
cujo algarismo das unidades é: 
AJO B)2 C)4 D)6 E)8 


36) (Argentina) Determine o algarismo m tal que 
888..88m2999...99 seja divisível por 7. 
50 50 


37) (Argentina-95) Achar о resto da divisáo de 
111...111 (com 1995 dígitos 1) por 1001. 


38) (Nümero de Ouro-97) Para que valores de n a 
representagáo decimal de 11” tem seus ültimos 
dois dígitos iguais? E seus ültimos trés digitos 
iguais? 


39) (Alberta Competition-98) Wei escreve uma 
lista, em ordem crescente, de todo os inteiros 
positivos b com a propriedade de que b e 29 
possuem o mesmo dígito das unidades. Qual é o 
1998? nümero que Wei escreve? 

40) (Hungria-47) Prove que 46%! + 296:13^^ * ! 
é divisível por 1947. 


Capítulo 9, Congruências 


41) (Manhattan-97) Pode a soma dos di 


d 


um nümero quadrado perfeito ser igual a 


32) (Manhattan-2000) Quantos zeros ескі 
final do número 9% + 19 ме no 
43) (Furman U 
de 2!" é: 


а4 55 


niversity-98) О dígito das dezenas 


с)6 d)7 супда 
44) (University of South Carolina-86) О digito 


das unidades de 22 é: 
а)! b)2 с)4 46 е)8 


45) (Catonsville-94) Considere o número 6% É 
fácil ver que o ültimo dígito é 6, desde que 6 
elevado a alguma poténcia sempre termina em 6. 
Qual é o próximo dígito (o das dezenas) em 61999 
a)l b3 с)5 99 


46) (Catonsville-92) Se А ёа soma dos dígitos de 
1992? e B é a soma dos dígitos de A, qual é a 
soma dos dígitos de B? 

a3 б c9 ФП 


47) (UNCC-95) Se 2^ = 5m + k, onde k e m são 
inteiros e 0 € k € 4, então К é igual a: 

48) (Bay Area-99) Prove que 1993? + 19947! 
+ 1995195 + 1996/9. é divisível por 10. 


49) (México-92) Mostre que 100 divide 1 * ШЕ 
n1 жин, 

50) (АТМЕ-83) Qual o resto da divisão de 6" + 
8% por 49? 

51) (Bélgica-2000) 420002" 
termina com uma grande quantidade de zeros. 
Andando da direita para a esquerda, o primeiro 
dígito nào nulo é: 


a2 5,4 o6 d)8 


é um número que 


е) ímpar 


52) (Inglaterra-76) Prove que se n é um inteiro 
náo-negativo, então 19.8" + 17 não é um número 


primo. 


2000) Mostre que para cada inteiro 


53) (Inglaterra- ; 
Ay é divisivel 


positivo n, 121" — 25" + 1900" — E 
por 2000. 


Capítulo 9. Congruéncias 


z4) (Espanha-2000) Considere а segiiência 
definida como а = 3, е an = а, + ay. 
Determine as duas últimas cifras de азоо. 


55) (Espanha-2004) Determinar todas as possíveis 
formas de escrever 2003 como a soma dos 
quadrados de números inteiros positivos, 


56) (Itália-97) Qual o digitos da unidade do 
2" 


número 


57) (Itália-99) Qual o digito das unidades do 


| 2 à 4 1999 
número 22 +22 +22 +22 4,4227 9 


58) (Suécia-63) Qual o resto quando dividimos 
12345 + 89" por 122 


59) (Suécia-92) (19% — 919/90 é um inteiro? 


60) (Rüssia-87) Prove ше (179 + 219874 + 
NS ) não é divisível por (n+2). 
61) (Eslovénia-2001) Determine todos os 


números primos da forma 1010101...101. 


62) (Macedónia-97) Para quais nümeros naturais 
na soma nº + (n + 1° + (n + 2Y (п 3) é 
divisivel por 10? 


63) (Vietnam-74) Determine os ültimos dois 
! 
12" 


dígitos де 13 
64) (14-94) Suponha que p é um número primo e 
maior que 3. Prove que 7? — 6° 1 é divisível por 
43. 


65) (Hong Kong-97) Determine o menor inteiro 
positivo n tal que 1997" — 1 é divisível por 2/5, 


66) (Hong Kong-90) Qual é o resto quando 
42433443 +. 19907 é divisível por 7? 


67) (Báltica-93) Prove que para todo inteiro 
Positivo impar n, п! n*- nº + 1 é divisível por 
x n, 


68) (Torneio das Cidades-93) Determine todas as 
Potências de 2 que são obtidas pela eliminação do 
Primeiro dígito de outra potência de 2. 
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69) (Rússia) Quais intciros podem ser quadrados 
perfeitos e terminarem com os 4 últimos dígitos 
idénticos? 


70) (Uruguai-2001) Seja an o dígito das unidades 
do número 1997 + 1997" + 1997 +... + 1997217", 
Calcular a soma ay + a; + аз +... + ar. 


71) (OBM-2004 Nivel 1) Dizemos que um 
número natural é composto quando pode ser 
escrito como produto de dois nümeros naturais 
maiores que 1. Assim, por exemplo, 91 é 
composto porque podemos escrever 91 = 7 x 13. 


2 2004 А 
k 2h) é composto. 


Mostre que o número 2 
72) (Berkeley Math Circles-99) Prove que 
existem infinitos termos na progressão aritmética 
8, 21, 34, 47, .. que são formados somente pelo 
dígito 9, ou seja, da forma 999...99. 


73) (Inglaterra-98) Sejam a, = 19, аҙ = 98. Para n 
2 1, defini-se а, +2 como o resto de a, +а, +1 
quando dividido por 100. Qual é o resto quando 
a? + a? Ф, атов é dividido por 8? 


74) (Argentina-99) Determinar quantos pares (a, 
b) de números inteiros сот 1 <а < 100, 1 < b < 
100, são tais que a? + b? é múltiplo de 7. 


75) (Novo México-93) a) Determine o resto 
quando 1993? 6 dividido por 9. 

b) Para algum expoente n, nós temos que 1993" = 
1577747325840В, onde foram omitidos dois 
dígitos e trocados por A e B. Determine A, Be n. 


ІП 111 (81 


76) (Manhattan-97) Prove que 
uns) é divisível por 81. 


77) (Rio Grande do Sul-99) Prove que 315*?.. 8N 
- 9 é divisível por 64 para todo N inteiro positivo. 


78) (International Talent Search) Calcule o resto 
quando 1776'"^' é dividido por 2000. 


79) (International Talent Search) Prove que se n é 
um inteiro positivo impar, então N = 2269" + 
1779" + 1730" — 1776" é um inteiro múltiplo de 
2001. 


И - z - Capítulo 10. Função Ма 
FUNÇÃO MÁXIMO INTEIRO ERO Máximo Imer 


Seja x um número real. Denota-se por [x] o maior inteiro menor ou igual a x. Esta f 
chamada de fungáo máximo inteiro ou funcào degrau. 5: Esta função x] é 
Exemplos: [2] = 2. [3.14] = 3. [23,14] *- 4. [-У3 ]=- 2 


10.1. PROPRIEDADES: 
(1) х= [х1 +0; 0<0<1 


Demonstração: 
Se [x] é o maior inteiro menor ou igual a x então 0<х- [х] <1. 


(2) х-1 < [х] <х < [х] +1, xe R 
Demonstracáo: 

Se 0<x-(x]<1 então temos que [x] < x < [x] + 1. 

Por outro lado: 0 <х – [х] <1 => -1<[x]-x<0 => x-1<[x]sx > x-1<[x]<x<[x]+1 


(3) [n + 0] = п, n inteiroe0<0<1 


Demonstração: 
Senéinteiro0<0<lentãonsn+0<n+1 > [n+0]=n. 


ШІН 


Ре 
Demonstração: 


ЕП xeR тє 2; 
m 


% q r. 
Sabemos que х = [x] + 0, com 0 € 0 < 1. Assim: H - ES = E zl à 
m m 


([n*x] = п + [х], neZ, хє Я 


Demonstracáo: 
Pela propriedade 1:x=[x]+0(0<x<1) = [n + x] = [n + [x] + Ө] 


Como [x] e Z, entáo pela propriedade 3: [n + [x] +0] = n + [x] 


Exemplos: 
1) Prove que [Vx] - ixi] x20, ке 22. 
Solução: 
[x] Vx «m «1 > ГЕТЕ 


Seja m um número inteiro tal que: m“ < [x] <x < (m + 1) = msý 


2) (Olimpíada da Bélgica-99) [x] designa o maior inteiro menor ou igual a x. O conjunto de soluções em 


R da equação [x + Ын 2] е 
b) um intervalo meio aberto 
e) vazio 


a) um intervalo aberto c) um intervalo fechado 


d) unitário 

Solução: 

Notemos que: [x + 1] = [ 
Ou seja, temos um intervalo meio aberto. 


x241] > [x]*1-2[x2]*1 > [х] = [2] > -1<х<1 > [n 


3| (0BM 2000) А notação [x] significa о maior inteiro que não supera x. Por exemplo. L3. 
3 ( ІМІ- 


1 1 | 
[5]= 5. O número de inteiros positivos x para os quais E E | * Б 3 | -10 é: 
е152= 5: 


әп 012 o)13 414 91$ 


lução: 
2. < 48. temos [212] «6elx ^] < 3. Para 49 < x < 63. temos [x 7] = 7 


elx!?] 2 3. Рага x 2 64. 
DIE: elx'?] > 4. Assim, as soluções são todos os inteiros entre 49 e 6 


. que sào 15 ao todo 
temos Lx 3.q 2 


1-1 1 
"alculeo valor de |1+ = + = tet nl 
4) Calcule оу | з 4 TS 


Solução: = 
Kal Jk (ee eer e i). 1 
el yk = - AP 
М Jk 41 + Jk +1 + Ук 
1 1 
k=1,2,3,... temos Vk+1>k > </к+1—-УК <—к=к. 
Сото рага ; emo. 5 ЕТ SE 


Aplicando, рага а inequação da esquerda, k = 0, 1,2,..,n-l.e somando todas estas inequações, temos: 


Lg a e nl 


1 
ГАТ RM 


Aplicando, para a inequação da direita, k = 1, 2, ..., n, e somando todas estas inequações, temos: 


КЕРЕГЕ n+1-2 


1 
e us T 


1 1 1 
Ou seja: эЛл+1-2<1+—=+—=+..+—=<2уп-1 
2 45 Уп 


Aplicando n = 1.000.000, e sabendo que «1.000.001 = 1.000.000 = 1.000, temos: 


1 1 1 
1998 <1+ — += +... + = «1999 
45 43 n 
T 1 1 1 
Assim, podemos afirmar que [ + + Toc | -1998 
42.45 41.000.000 


5) (Furman University-96) Calcule: Baj 2] .+ ШЕН 

2401 Б) 402 c)403 4)404 e)nda 

Solucáo: 

se 15х47 => [x/º]=1; se 8«x «26 => [x7]72; se 275х564 = [x8] 2 3. 
se 64 «x «124. — [x7] - 4. 

Assim: S=1.(7-1+ 1) +2.(26-8 + 1) + 3.64 27 + 1) -4(122 64 - 1) > 
S=7+38+114+244 > S-403. 


Онша da Argentina-97) Achar todos os números naturais 7 tais que [n/5] é um número primo. 
Қы Qn colchetes indicam a parte inteira do número que encerram, Por exemplo, [100/5] = 20, 
Solucào: 
n= 2 
Du Sk > |һ/5) = [25k°/5] - [562] = 502 => ШЕ) é primo somente quando к= 1 = [12/5] = 5 
"als | = [n5] = [(25k* + 10k + 15] = [Sk £2k + 1/5] = Sk +2k=k(5k +2) => 
| é primo quandok=1 = [12/5] = 3 ou [12/5] 23 > n=6 ouù n=4 


iii) n = 5k + 24242”. 2 v4 3 
primo 2 = [n?/5]= [(25k? + 20k + 4/5] = [Sk? + 4k + 4/5] = 5? + 4k = К(5К +4) => nunca é 


Assi 
m temos somente as soluções n = 4 ou n = 6. 


Capítulo 70. Função Máximo Inteiro 


AE Aia 
3,21 2 


Capítulo 10. Função Máximo is 
E Y 


7) (Olimpíada da Rússia-89) Qual é o menor número natural n para o qual a equaçã 
ção 


possui uma solução inteira x? 


Solução: 
P RES 10" 10" 10^ 
A equação dada é eqüivalentea 1989 < —— «1990. => ----<х<-- 
X 1990 1989 


10".(0,0005025...) «x < 10".(0,005027...) 
Desta forma, 1/990 e 1/1989 possuem, depois da virgula, o primeiro digito somente na séti 
Sétima cada 


decimal. Assim, para n > 7 a equação possui solução. 
Podemos observar que para n = 7 temos duas soluções: хі = 5026 e x? = 5027. 


8) (Olimpíada da Inglaterra-84) Seja N um inteiro positivo. Determine, com Justificativa, o númer d 
Р . ре, "A he o 
soluções x no intervalo 1 < x < N da equação x? — [x?] = (x — [x]*, onde [x] indica o maior inteiro « x ° 
Solução: BET 
Suponhamos que x é um inteiro, ou seja, [x] = x. Desta forma, tanto х? – [х2] quanto (x – [x] vão ser 


iguais a zero. Assim, x inteiro é uma solução da equação. Como 1 € x <N, temos М soluções para este 
inteiro, ou seja, [x] = n, onde n é o maior inteiro menor que x 


caso. Suponhamos agora que x não é 
Então x ^ п + г, onde 0 «r« 1. Assim: 

i) (х 5]? = (п +r-n =r 

ii) x? - [x] = п? + 2nr + г? — [х2] 

Como x/-[x]]-(x-[x]? > п? + 20г+12- [х2] =12 > [0] = п? -2nr 


Analisemos esta expressáo para alguns valores de n: 
RENS 2 NS 
in-21 > [x]=1+2r, como 0 «r« I, teremos 1 + 2r inteiro somente quando г = 1/2 


Portanto, para n = 1 temos somente uma solução, que é x = 1 + 1/2 = 1,5 
i)n=2 > [x]=2+4r, como 0 <г < 1, teremos 2 + 4r inteiro quando r = 1/4 ou r = 1/2 ou r = 3/4 


Portanto, para n = 2 temos três soluções, que são х = 2,25 х= 2,5 x = 2,75 
ii)n23 > [х2] = 3 + бг, como 0 <r < I, teremos 3 + бг inteiro quando г = 1/6 ou г= 1/3 ou r= 


1/2 ou r7 2/3 ou г= 5/6 
Portanto, para n = 3 temos cinco solucóes. 
No caso geral (para um inteiro n qualquer), [х2] = п? + 2nr é inteiro quando 2nr for inteiro, que ocorre 


quando 1/r divide 2n. 
І PNE NR | 2n > ай 
Como -»1, os valores que pode assumir - são: ----. onde 1 < i 5 2n - l, onde existem 
r r r i 
exatamente 2n — 1 valores possíveis para 1/r, e, conseqüentemente, 2n — 1 valores possíveis para г, 
[x] = п + 2nr. 


Assim, notamos que para um inteiro n qualquer, existem 2n — 1 soluções рага a equação 
ortanto, como | X x € N, temos um total de soluções que é dado por: 
Pj143454,..*2N-1*N > S-N'«N, 
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бай jo Má 
10.2. EXPOENTE DE UM PRIMO NA FATORAÇÃO DE N! їшї 10. Função Máximo Inteiro 
Teorema 12.1: O expoente de um primo p na fatoração, em fatores primos, de 


n!, onde n é um número 
; n n n] 
natural, é: a =|— |+| |+| |^ Ч) 
Pj |р | PJ 


Demonstração: 
Sejam n € k dois números naturais e p um número primo < n. Os números da seqüéncia que são 
divisiveis por p^ são da forma lp", onde / é um número natural tal que lp < n, ou seja, 1 & n/ “о 
número de 175 é, claramente, igual a [n/p"]. Ss Vna p^ 
Por outro lado, é claro que o expoente a de primo p na fatoragáo em fatores primo do número n! é obtido 
pela soma do número de termos da seqüéncia 1, 2, ..., n que são divisíveis por p mais o número de 
termos que são divisiveis por p^ mais o número de termos que são divisiveis por p^ e assim por diante. 
Esta soma é exatamente igual a (1). 

Apesar de (1) aparentar ser uma soma infinita, a partir de um determinado termo da soma teremos 
p > п, e assim [п/р] = 0 para todos os termos tais que j 2 k, ou seja. seguintes do termo [п/р\]. 


Exemplos: 


1) Determine o número de zeros em que termina representação decimal de 1000!. 
Solução: 

A fatoragáo de 1000! em fatores primos é da forma: 1000! = 244565. 

O expoente а de 2 па fatoração de 1000! é dado por: 


1000] [1000 pe [1000] [1000] [1000] [1000] [10007 [1000] 
“| 3 t "a + » " EY ІҢ 55 + ^U * 3 | x1 21 
2 2 L 2 2 2 2 2 2 

a=500+250+125+62+31+15+7+3-1 = а-994 
O expoente c de 5 na fatoração de 1000! é dado por: 

r 1 1 
с-| pee o | > с=200+40+8+1 = c=249 

L5 52 53 54 | 
Como para conseguir um zero no final da representagáo decimal de 1000! teremos que juntar um termo 
2 com um termo 5, e existem menos termos 5 do que termos 2, o número de zeros que termina 1000! é 
igual ao expoente de 5 na fatoragáo de 1000!. Assim, 1000! termina em 249 zeros. 
Note que, partindo do fato de existirem mais números entre 1 е 1000 divisíveis por 2 do que divisíveis 
por 5, poderíamos ter calculado somente o expoente de 5 na fatoragáo de 1000!, uma vez que este valor 
€ o nümero de zeros que termina 1000!. 


2) Determine o maior inteiro x tal que 14* divide 300!. 

Solução: 

Como existem mais números, entre 1 e 300, divisíveis por 2 do que divisíveis por 7, o maior inteiro x tal 
que 14º divide 300! é igual ao expoente de 7 na fatoração em fatores primos de 300!. 


E 


Assim, x =| 9 ,1300] 1300], í=4216-1 > x-49. 
17 PIEP 


! 
3) Determine se о nümero 1000 E „ДОЙ. é divisivel por 7. 
500) (500) 
Solução: 


Vamos determinar o expoente de 7 nas fatorações de 1000! e 500%. 


a =| 1000] [1000] f 
PS e| memo ez 
bu 


2 


ET Eis 
75007 150017 

bs — py 2 | 500 - кі-%9 
КЕШЕ: Mic: -71%10%1-92. 


Capítulo 10. Função Máximo y 
poente de 7 na fatoração de 1000! é 164 c o expoente de 7 na fatoragáo de 500! ¿$ Neiro 


v 080, 
1000! ¿ 164 2.82 = 0. Portanto, podemos afirmar que (1000) °° 
00) | 


5% | 94 


Assim, O СХ 


5 


expoente de 7 na fatoragáo de ( 
divisível por 7. 


4) (Olimpíada da Argentina-97) Determinar о último dígito antes do conjunto de zeros na Tepresentacs 

do número: 19! +20! + 211 +... + 96! + 97. ação 
Solução: . - Tae 

Evidentemente, como na fatoração de n! existem mais potências de 2 do que de 5, o número de zeros d 

n! corresponde à potência de 5 de п!. е 
Calculemos, inicialmente, o número de zeros em que terminam 19! е 20!: 

Хі = [19/5] = 3; X% = [20/5] =4 

Assim. temos que 19! termina em 3 zeros e 20! termina em 4 zeros. 

Portanto. na soma fornecida todos os nümeros depois de 19! terminam em mais do que 3 zeros 

implicando que o último dígito de 19! +20! + 21! +... + 96! + 97! é igual ao último dígito de 191. | 
Determinemos a fatoração de 19!, ou seja, 19! = 233^ 9 7 11*.13*.17519*, 

а = [19/2] + [19/22] + (19/2] + [19/27] 29 £44 2 1716 

b- [19/3] + [19/3] =6+2 = 8 


с= [19/7] 22 
d- [19/11] 2 1 
е = [19/13] = 1 
#= [19/13] = 1 
в = [19/19] = 1 


Deste modo, 19! -2/63%527211,13.1719 > 19! = 2" 37211.13.17.19.(22,5?) > 
19! = (2? 35 7? 11.13.17.19)(1000) 
Assim, o último dígito diferente de 0 de 19! é igual ao dígito das unidades de N = 2?.3*7.11.13.17.19. 
1) 2% = 4 (той. 10) > 2º = 6 (той. 10) > 2" = 2 (mod. 10) 
ii) 32 2— 1 (той. 10) => 3º=-1 (той. 10) = 3* = 9 (тоа. 10) > 34-1 (той. 10) 
iii) 72 = 9 (mod. 10) 
iv) 11 =1 (mod. 10) 
v) 13 8 3 (mod. 10) 
vi) 17 = 7 (mod. 10) 
vii) 19 -9 (mod. 10) 
Multiplicando estas congruéncias: 2!2.3#.72.11.13.17.19 = 2.1.9.1.3.7.9 (mod. 10) => N=2 (mod. 10) 
Portanto, o último dígito diferente de 0 de 19! + 20! 21! +... +97! é igual a2. 
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сарі ЖЕР | 
RO DE DÍGITOS DE UM INTEIRO POSITIVO wítulo 70. Função Máximo Inteiro 
МЕ dade de dígitos de um nümero inteiro positivo n & igual al 


N . 
ШЫ. na: A quant! log n] + 1. 


йо: ; toi 
pstrasa i itivo possuindo x dígitos. Assir P 
iro pos p g m, podemos afirmar que 10 «n « 1091. 


emo! p inte 
Seja n um ! Tp: ud 

logaritmo па base 10 nesta última expressão obtemos: x «logn «x ] 

firmar que Пов п] x-1] => х= Порт] +1. 


mero de dígitos x de um inteiro positivo n é igual a: x 


= [log n] * 1. 


Exemplos: 


UFPE-2002) Indique quantos dígitos possui o número 2% (quando expresso no sistema de йш 
БЫШ), Use a aproximação: logio2 & 0.30. 


кот de dígitos é igual ап = [logio 2%] + 1 = [64.10р102] +1 = [(64)(0,30)] + 1 = 19+ 1 = 20. 


rii Р TEMA 1999 ; "m 
a da Bélgica-99) A representação decimal de 2 consiste de m digitos e a representação 


limpiad ) 
D i үз 1999 de n dígitos. A soma т + п é: 
a) menor que 1998 b)1998 c) 1999 4)2000 е) maior que 2000 
Solucáo: 


im- [log 219 +1= [1999.log 2]+ 1 

ii) n= [log 5%] +1 = [1999.106 5] + | = [1999.log (10/2)] + 1 = [1999(log 10 — log 2)] + | = 
= [1999 1999.1og 2] + 1 = 1999 + [- 1999.08 2] + 1 = 
Como [-x] [X] +1 = n=2000- [1999.1og 2] — 1 = 1999 – [1999.10g 2] 

iii) m + n = [1999.108 2] + 1 + 1999 – [1999.log 2] = m+n=2000 

3) (Olimpíada da Suíca-2000) Seja q(n) a soma dos algarismos de n. Qual o valor de ala (4(2000:%9 )) 


Solução: 
Como 2000 = 2.10 > 2009299? = 22000 | ЕШ 
2000 


Assim: (20007) = (22000 | (000) = (22004), 
Seja N(n) o número de dígitos de n: N(22) = [log 2200] + | = [2000.1og 2] + 1 
Como log 2 = 0,30103, então N(20002%%) = 603. 
Como o maior número que possui 603 dígitos é aquele formado somente por dígit 
00") <9(603) = (22%) < 5427 
Dentre todos os nümeros menores que 5427, o que possui maior soma 
Assim: (9(2200)) < q(4999) =4+9+9+9=31. 
Dentre todos os números menores que 31, o que possui maior soma 
а 9(9(9(22%%))) < (29) 2 2 4 9 — 11. 
шл tamben que n = (п) = q(q(n)) = 9(9(9(1))) (mod. 9), ou seja: 
(0 =(2+0+0+0)20%0 (mod. 9) => 2000" = 2777 (mod. 9) 2000 
Бе! (mod. 9) > (29% = (= 1)“ (mod. 9) > 2'9% = | (mod. 9) — 299 = 4 (mod. 9) 
Ssim 53 nu: 3000: 
a ее que: q(a(q(20009^))) = 4 (mod. 9) e a(a(a(2000 )) < а ао? 
úmero menor que 11 que deixa resto 4 na divisão por 9 é 4, então 9(9(9 


os 9, entáo: 
dos algarismos é 4999. 


dos algarismos é 29. 


09) = 4. 
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CO". 0 me e 


Ф907. ana OC A 


Capítulo 10. Fun, 


Exercícios 


1) Demonstre que [a]I8] < [a.B] < [o].[B] ~ [a] 
+ [f]. рага а> 0, B > 0. 


RR УІ 
2) Prove que С + H +n= 4» + H + A " 
1e 5 


2 


onde ф= 


eneN. 


3) Se x é um número real e n um inteiro positivo, 
mostre que 


4) Sejam m, n nümeros reais, mostre que: 
[2х] + [2y] 2 [x] + [x + y] + [y]. 


5) Determinar a mais alta poténcia de 7 que divide 
0 produto dos 1000 primeiros inteiros positivos. 


6) Determinar a mais alta poténcia de 11 que 
divide o produto: P = 100 x 101 x 102 х.х 1000. 


7) Prove que para todo inteiro positivo n, 
Н E ES В ES 

T|t|——|- =i-|+— |. 

3 6 6 | 2 6 
8) Prove que: 


dD+d(2)+d(3)+...+ d(n) рр «+[2] 


onde d(i) é o número de divisores positivos do 
número natural i, 


9) Prove que para todo nümero natural n, o inteiro 
[0 + /3)"] é impar. 


10) Determine a maior poténcia de 2 que divide o 


inteiro [(1+ 43)" ]. 


11) (Espírito Santo). Quantos zeros existem no 
final do número 1997! = 1.2.3.4.5.....1997 9 


12) (OBM Jr.-94) Seja [A] a parte inteira do 
número A, ou seja, o maior inteiro que é menor ou 
igual a A. 

Por exemplo, [2] = 2, [5.73] = 5, [n] = 3. Seja 
{А} a parte fracionária do número A, ou seja, 

(Aj = A - [A]. Por exemplo, (4.586) = 0,586, 
(3170. 


MEN 


20 Máximo Inte; 
a) Para 0 < x < 4, faça um gráf iu теге 
(x). 


ico da função fix) = 
b) Dê um exemplo de um número real Positivo 
| мы; 
tal que E) =p=1. 
x 


13) (Brasil Preparacáo Cone Sul-95) Рага cada 
real, seja [x] o maior inteiro que é menor оц nb. 
a X, {ху a parte fracionária de x (0 =x- fy] : 


(x) o inteiro mais próximo de X, definido M da 
9-1 [x], se 0<{х}<1/2 
[x]+1, se 1/2<{х}<1` 
Quantas soluções possui а equação 
{х}= х+[х]+(х) 5 
1995 


14) (Argentina-98) Determinar todos OS valores 
possíveis da expressáo x — [x/2] - [x/3] - [x:6] 
ao variar x nos números reais. 


15) (Chile-94) Considere o produto de todos os 
múltiplos positivos de 6 que sáo menores que 


1.000. Encontre o número de zeros que termina 
este produto, 


16) (Itália-96) Quantos dígitos tem o número 
(123456789)5? 


17) (Itália-98) Se X ё um nümero real positivo, 
denota-se com [x] a parte inteira de X, isto 6,0 


máximo inteiro n < x. Calcule o valor da soma: 
1000000 


> ШЕТЕН БЕТТІ [тоббо], 
(Os alunos podem utilizar, se necessitarem, a 


А k K(k + Dk +1) 
з та МЕТОДЕ) 
seguinte fórmula: 3 іш 6 


, cuja 
demonstragáo nào será requerida.) 
18) (UNCC-95) Sabe-se que logio 3 = 0,4771, 


com 4 casas decimais, Quantos dígitos possui a 
ы В 0 
representação decimal de 3°? 


19) (Carrol College-97) Se [x] representa o pua 
inteiro menor ou igual a x, quanto vale: 


Wij- V2]+...+ 625)? 


20) (Argentina-97) Achar todos os números reais 
x que verificam [19x + 97] = 19 + 97x. 
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2 совт) Prove que nào existem soluções / 
ушы” 

-o пага: Р 
mis PES 4x) + [8х1 + 116х]+132х]= 12345. 
E dd 


" adá-87) Prove que: 
ale [п +1]= [Van  2]- |/4n +5] 
para todos 05 inte 


iros n. 


" (University of South Carolina-93) Se [x] 
representa o maior inteiro menor ou igual a x, 
determine 0 valor de: [logz 2] + [loga 3] + [log 4] 
+. + [log 99] + [loga 100] 

gis b)481 c)482 4483 е) 484 


y of South Carolina-95) O valor de 


24) (Universit > 
: 0,301... . Quantos dígitos decimais 


login 2. € 
possui 5.7 Б 
456 b)57 9 58 4)59 е)60 
25) (Rioplatense-2001) Calcular o valor da 
seguinte soma: 

9 10-2] 10-43], , 10- уо] 
142. 2443 Уз +4 4/99 + V100 
26) (Manhattan-99) Consideremos o produto: 


2000.2001.2002...3998. Qual é a maior poténcia 
de 2 que divide o produto? 


27) (Catonsville-99) Qual é a maior poténcia de 3 
que divide 19991? 
3)6 b)666 c)729 d)996 


28) (Balcánica-98) Determine o nümero de termos 
distintos da segiiéncia finita [12/1998], onde k = 1, 
2,..,1997е [x] denota a parte inteira de x. 


29) (Argentina-96) Determinar todos os nümeros 
Fais positivos x para os quais se verifica 


[x]+[V1996x]=1996. 


My (Hungria-1939) Determine a mais alta 
Potência de 2 que divide 2"!, 


0 Bélgica-92) Se [a] denota o maior inteiro S a, 
E mine quantas solucóes reais possui à seguinte 
ao D-x]-p- xi 

2) c)3 d)S e)infinitas 
3) (Bà; 
“gica-93) Seja [x] o maior inteiro menor 


00 igual E 
Мороз X- Sejam x, y е 9t. Qual das seguintes 
без é verdadeira? 
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Ti. Capítulo 10. 2 
les N y p C MEI ejr 
){х+у]> [x] у + 
e) [x НКИ DI y) six] y] 


33) (Bélgica. 
menor rm 98) [x] designa o maior int 
d gual a x. O conjunto de Solier inteiro 
Й Y [2х] 7 3 & НЕН 
a) [1.3/2 b) [3/2,2 
918.4 egg | OBA 
3) (Canadá-98) Determine 
reais a da equação: 


EH) 


“ 


0 número de soluções 


35) (Espanha- i г intei 

DA p i 90) Designa-se a parte inteira de um 
número real a, [a]. ao maior inteiro menor ou 
igual que a. Demonstrar que a parte inteira de 
(4+ 11)”, com n natural, é um número impar. 


36) (Catalunha-92) Demonstre que o número 


[992 | iind últiplo de 50 
1492 náo é mültiplo de 500. 


37) (Inglaterra-75) Dado que x é um inteiro 
positivo, determine todas as soluções de: 


ШЫНЫН ды 


38) (Grosman-99) Determine o menor inteiro n 
para os quais 0 em - [n |102. 


39) (lrà-96) Prove que para todos 05 nümeros 

: | 
naturais n: |n +vn+l+vn+ 2|= [N9n +8 j. 
40) (IMO-68) Para todo número natural n, calcule 
o valor da soma: 


nx 
n+1] [а+2 n+4], та n: Іс 
aai ЕИ 8 16 2 
se n > 2 é um 


O 83 banco) Mostre que se 
s [x] denota o maior inteiro menor ou 


1 
. [n(n*D|. sa] 
igual a x, então 9 4 


E LS z| é um 
42) (Áustria-2001) Prove que 55 & 25 


nümero natural. 


Capitulo TI. Equações Diotantinas Linear 
LARES ч 


С EQUAÇÕES DIAFANTINAS LINE 


11.1. DEFINICAO: NC | 5 5 
Uma equação diofantina lincar é uma equação da forma aix, + ax +... + AnXn = € onde y 


©. Xa São as incógnitas € aj, аз, .... an são inteiros dados. O tipo mais simples de equação diofanti 
equação diofantina linear de duas incógnitas x e y: 
ax + bv = c onde a, b e c são inteiros dados. sendo ab = 0. 

“Se um par de inteiros Xo. yo Satisfaz ахо + byo = с então denomina-se que xy, 
inteira ou apenas solução da equação ах + hy = с. 

Por exemplo, consideremos a equação diofantina linear com duas incópnitas: 3x + бу = 18 
Observemos que: 3.4 + 6.1 = 18 3(-6)* 6.6 = 18 3.10 + 6(- 2) = 18 Desta forma, osp 
inteiros: 4e l, —6e6. 10е-2 são soluções da equação 3x + бу = 18 

Existem equações diofantinas lineares com duas incógnitas que não tem solução. Assim. por 
exemplo, a equação diofantina 2х + 4у = 7 não tem solução, porque 2x + 4y é um inteiro par para 
quaisquer que sejam os valores inteiros de x e y, enquanto que 7 é um inteiro impar. 


х 


\ 
“a 
Yo € uma solução 


ares de 


11.2. CONDIÇÃO DE EXISTÊNCIA DE SOLUÇÃO 

А equação diofantina lincar ax + by = с tem solução sc c somente se d divide c, sendo 4- mde (a +) 
Demonstração: ` 

(=>) Suponhamos que ax + by = с tem uma solução, isto é, que existem inteiros xo. vo tais que ах, = 
byo = c. Por sero mdc (a, b) = d, existem inteiros re 5 taisque a=dr e Ь = ds, etemos: 

€ = аха + byo = drxo + dsyo = d(rxo + syo), e como гхо + sya é um inteiro, Segue-se que d divide c. 
(<=) Suponhamos que d divide c, isto é, que c = dt, onde t é um inteiro. 

Por ser o. тас (a, b) = 4, existem inteiros хое Yo tais que d = ахо + byo, o que implica: 

€ = dt = (axo + Буру = a(txo) + b(tyo), isto é, o par de inteiros: x = txo = (c/d)xo, u = tyo = (c/d)vo é uma 
solução da equação ax + by = c. 


11.3. SOLUÇÕES DA EQUAÇÃO ax + by = c. 
Teorema 7.2: Se d divide c (d | c), sendo d = тас (а, b), e seo par de inteiros xo. yo é uma solucdo 
particular da equação diofantina linear ax + by = c, então todas as outras soluções desta equação são 


dadas pelas fórmulas: x =x, «(5 у= yo 43) , Onde t é um inteiro arbitrário. 
1d) 


Demonstração: : d 
Suponhamos que o par de inteiros xo, yo é uma solução particular da equação ax + Бу = с, ё ѕеја Xi Y! 
uma solucáo qualquer desta equação. Então, temos: +. à à 

s axo + byo =c = аху +by => a(x; — хо) = b(yo- yi) A 5 
Сото mdc (а, b) = 4, então existem inteiros ге s tais que а= дг e b = ds, com r e s primos entre sl 
Substituindo estes valores de а e b na igualdade anterior e cancelando o fator comum d, obtemos: 

ur r(x =x) = syo у). Ў "NC 

Assim sendo, r| s(yo— уп), e como o mde (г, 5) = 1, segue-se que т | (yo— уі), isto é: 


. Nu Yo-yi7rt e xi-xo=st 
onde t é um inteiro. Portanto temos as fórmulas: - 


Xi = Xo + St = xq  (b/d)t 


yi = yo — п = yo — (a/d)t 


и A ai 


—— 


POS: Capítulo 
Exemplos: 1i. Equação Diotantinas 


vação diofantina linear 14x + 22у = 50 


1) Resolver à eq 

Solução: = сі» ыды ы 

Como 0 mdc (14,22)=2 е 2 | 50, então a equação dada tem solução, e , 

ше! 2%221-50,4е modo que o par de inteiros xp — 2 yo = 1 d Simples inspeção logo se vê 
conseguinte todas as demais soluções são dadas pelas fórmulas: x = 2 É: UE solução particular, e por 
inteiro arbitrário. Y7l1-7  ondeté 


OBM-98) Quantos são os pares (x, y) de inteiros positivos que sati j 
rm В)14 C)15 0)16 ЕУІ? que satisfazem a equação 2x + Зу = 1012 


Solução: 

Analisando a equação, notamos que a solução com menor valor positivo para x é xq 
x=x0 + (b/d)t у= yo— (“ал => x=1+3t y=33-2t, tinteiro. : 
Evidentemente devemos aplicar t 2 0, pois se t « 0 teremos x < 0. 

Assim, o problema é saber até quando 33 – 21> 0, poisset» 0 2 1437» 0. 
ШО => 2t«33 => t«165. y Н 

Como t é inteiro => 0515 16 = existem 17 pares (x, y) de inteiros positivos que satisfazem a 
equação 2x + 3y = 101. 


2183533 


3) (British Columbia Colleges-98) Determine um conjunto de 3 inteiros positivos consecutivos tais que o 
menor deles é múltiplo de 5, o segundo é múltiplo de 7 e o maior é múltiplo de 9. 
“Solução: 


1X, x+1, x+2 os inteiros, sendo que х= 5а x+1=7b х+2 = 9c. 


18-35 r=4+09t 
o: х= 5a— 5(4 + 7г) = 5(4 + 7(4 + 90) = 20+ 35(4+ 90) => x= 160 + 315t. 
modo os inteiros 160 + 3151, 161+ 3151, 1625-3154 formam a solução geral do problema. 


da Noruega-99) Assuma que m e n são inteiros tais que 5m + 6n = 100. Então, o maior 


dem.n 6; 

€)80 d)90 е) паа 

= 1, e mo-20 e по= 0 é uma solução, temos que todas as soluções são dadas por: 
let 

60:5) > mn=-30-100 = 302 + 100t+mn=0 

)(4(-30)) => тла = 83,33333 еа 

já dá uma dica do maior valor inteiro de т.п, pois т.п = 99. , 4548 
о, devemos ter o discriminante igual a um quadrado perfeito: 100" — 1 Mn iod 
que 100? — 120mn nào é um quadrado perfeito. O mesmo ocorre р > 
temos 100? — 120(80) = 20°. Assim: mnmas =80. | rS 
0t+80=0 = 32+101+8=0 = (3.+4)+2)=0 > : 
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— Exercícios 

1) Exprimir 100 como soma de dois inteiros 
positivos de modo que o primeiro seja divisível 
por7eo segundo seja divisível por 11. 


2) Determinar as duas menores frações positivas 
que tenham 13 e 17 para denominadores e cuja 
soma seja igual a 305/221. 


3) Demonstrar que, se a e b são inteiros positivos 
primos entre si, então a equação diofantina ax — 
by c tem um número infinito de soluções 
inteiras e positivas. 


4) Sex e y são inteiros positivos, determine o 
número de soluções de 2x + Зу = 100. 


5) (Epcar-2003) Um aluno da EPCAR, indagado 
sobre o número de exercícios de matemática que 
havia resolvido naquele dia respondeu: "Мао sei, 
mas contando de 2 em 2 sobra um; contando de 3 
em 3 sobra um; contando de 5 em 5 também sobra 
um; mas contando de 7 em 7 nào sobra nenhum. 
O total de exercícios nào chega a uma centena", 
Então, о número de exercícios resolvidos é tal que 
a soma de seus algarismos é igual a 

а)8 b)10 c)9 dll 


Questões de Olimpiadas 


6) (Rio Grande do Norte-95) Uma caixa 
automática de banco só trabalha com notas de 5 e 
10 cruzeiros. Um usuário deseja fazer um saque 
de 100 cruzeiros. De quantas maneiras distintas a 
caixa eletrónica poderá fazer o pagamento? 


7) (Sáo Paulo-98) Encontre o menor 
positivo a para o qual a equacáo 1001x + 
10% + a tem solução inteira, 
soluções inteiras positivas 

existem? 


inteiro 
770y = 
Neste caso, quantas 
«>0еу>0) 


8) (OBM-79) Mostre 


8) ( 9) que о nümero de solucóes 
inteiras positivas da eq 


* 00e Час̧ао хі + 8х› + 27x3 +... 
Әхі = 3025 (*) é igual ao nümero de 
soluções inteiras não negativas de yi + 8р + 27y3 
Tas i 100yi, = 0. Usando este fato, conclua quea 
equação (*) tem uma única solução inteira 
Positiva, Determine esta solução. 


9) (OBM-97) Uma das soluções 


(Ов: inteiras e 
Positivas da equação 19x + 97у 


1997 é, 


——X — — 


— Capítulo TL. Equações Biotan, 
evidentemente, (х,у) = (100.1 ). 
apenas mais um par de nümeros 
positivos. (Xi, Y1), satisfazendo a eq 
dex; + yı é: 
A)23 B)52 


tinas Lineares 


Alem desse, há 


inteiros e 


Час̧до. O valor 


С) 54 D)101 E) 1997 

10) (OBM-98) No plancta Z todos os habitantes 
possuem 3 pernas e cada carro possui 5 rodas. Em 
uma pequena cidade desse planeta: existem 

todo 97 pernas e rodas. Entáo podemos afirmar: 
A) E possivel que existam 19 carros nessa cidade 

B) Existem no máximo 16 carros nessa cidade 

C) Essa cidade tem 9 habitantes e 14 carros 

D) Essa cidade possui no máximo 17 carros 

E) Nessa cidade existem mais carros do que 
pessoas 


ao 


11) (OBM-99) Quantos sáo os pares (x. Y) de 
inteiros positivos que satisfazem a equação 2x + 
3y 7 101 ? 

А)13 B)14 C)15 D)16 E)17 


12) (USA Talent Search-99) Seja C o conjunto 
dos inteiros náo-negativos que podem ser 
expressos como 1999s + 2000t, onde s e t são 
também inteiros nào-negativos. 

а) Mostre que 3.994.001 náo pertence a C. 

b) Mostre que se 0 € n < 3.994.001 e n é um 
inteiro não pertencente a С, então 3.994.001 - n 
pertence a C. 


13) (Canadá-97) Determine todos os pontos no 
segmento de reta que liga (- 4, 11) a (16, - De 
cujas coordenadas são números inteiros positivos. 


14) (Argentina-97) Quantos números entre 1 € 
1000 inclusive podem decompor-se em soma de 
um múltiplo positivo de 7 mais um múltiplo 
positivo de 4? 


15) (África do Sul-94) Qual é o maior eue 
positivo que não pode ser expresso na forma >X 
7y. com x e y inteiros positivos? 


16) (Bélgica-90) Determine o número de оо 
(x, y) da equação y + 3x = 100 com inteiros X € 2 
ambos maiores ou iguais а 0. 

S crude ) 
17) (Bélgica-96) Quantos pares de inteiros (п. К 
possuem a propriedade que 1 = 3n + 5k; 
а)0 b)7 c)8 d)15 e)infinitos 


niciros positivos 


) Se x e y sáo i 


Norucga-97 


[n 
tais que 135 + 4y = 1000, então x + y vale: 
а)10 b)12 œ) 14 d)16 е)18 


99) Assuma que m e n sáo inteiros 


19) (Noruega 
n = 100. Entào, o maior valor 


que 5m * 6 
mn é: 
0 c)80 d)90 e)nda 


tais 
possível de 
а) 60 b)7 
20) (Vietnã-74) a) Quantos inteiros positivos n 
são tais que n é divisível por 8 e n + 1 é divisível 
or 25? 
b) Quanto 
divisível por 
с) Determine to! 
n é divisível por 
é divisível por 42 


s inteiros positivos n sào tais que n é 
2] еп+ 1 é divisível por 165? 

dos os inteiros positivos n tais que 
9. n + 1 é divisível por 25en+2 


ent Search) Diversos pares 


International Tal 
quação 


ositivos (m, n) satisfazem а € 
п = 1998. Um deles (100, 1) é o par 
Determine o par com O 


21) ( 
de inteiros р 
19m + 90 + 8 
com menor valor para п. 
menor valor para m. 


maior número real 4 


72) Determine o 
y=1 possui 


22) (Suécia- 
4y=1, ax + 3 


tal que o sistema X — 
uma solução inteira. 
dere a equação 6x — 9Y 


antos valores de k (k < 
x e y que são 


23) (Bélgica-2002) Consi 
=k, onde k е ІМ. Para qu 
90) esta equação possui soluções 
elementos de Z? 


as Ь)10 с)15 d)30 690 

24) (Polya Competition-97) Em uma prova de 
múltipla escolha com 30 questões uma resposta 
correta, nenhuma resposta e uma resposta 
incorreta recebem 5, 2 € O pontos, 
respectivamente. Quantas pontuações diferentes 
são possíveis nesta prova? 


Quantas solução 


n-99 
: bos x € 


25) (Polya Competitio 
999 nas quais am 


existem para 3x + 37у = 
y são inteiros não-negativos? 
26) (Polya Competition-2000) Se 
futebol americano marca em j 
usando para isto somente “field gols”, 
3 pontos, e “touchadowns”, que com os p 
extras valem 7 pontos, calcule de 

maneiras o time pode fazer esta pontuação. 


Capítulo 11. ЖҰ” 
27) (VJ : EE Diotantinas lineares 
| 

positivos (x, y) satisfazer res de 


Biundon-9 


n à equaçã 


X y 
A docs 

19 95 ` 

28) (British Columbia-97) O númer 

y 6 2227. positivos para a сдаас4( 
a)86 b)50 c)60 4)70 е)92 


29) (Alberta High School-96) Se m e n são 
inteiros tais que 2m — n = 3, então a expressão m 
— 2n é igual a: 

а) — 3 somente 

C) somente múltiplos de 3 
e) nda: 


b) O somente 
d) qualquer inteiro 


Columbia-98) Determine um 


ros consecutivos tais que o 
e segundo é múltiplo de 7 


30) (British 
conjunto de trés intei 
menor é múltiplo de 5, 
e o maior е múltiplo de 9; 

mbia-2000) Dado que 0<х<у 


31) (British Colu 
as (X, y) para а 


« 20, o nümero de soluções inteir: 
equação 2x + 3у- 506: 

a)25 b)l6 с)8 d)5 e)3 
32) (Espanha-94) Determine o menor número 
natural m tal que, para todo n n2m. 
mosn-5a*l lb. com а 


úmero natural 
nós te e b inteiros 2 0. 
) Determine 0 maior 
resso na forma 7a + 
nteiros, com а 2 0, b 


ncial-2001 
pode ser ехр 
b e c são i 


33) (Interprovi 
inteiro que nào 
11р + 13e, onde а, 


20ec20. 


NES i 


——— o теста: — Capitulo 12. Apôndicos 
APÊNDICE 1: BASES DE NUMERAÇÃO 


INTRODUÇÃO 


Base de um sistema de numeração é a quantidade de algarismos que podem ser utilizados para 
representar os números. Até então, neste livro, utilizamos o sistema de numeração de base 10, que sá М ' 
alvo de estudo do capítulo 3. Neste sistema os números são representados pelos algarismos 0, 1, 2 3. 4 
5, 6. 7, 8 e 9. Entretanto, esta não é a única forma de representar um número. Ao longo da história várias 
civilizagóes utilizaram outros métodos para representar os números. Atualmente, usa-se o sistema de 
numeração posicional, onde os algarismos são ordenados da esquerda para a dircita e a posição de cada 
algarismo diferencia o número. Por exemplo, na representação decimal do número 7329 о algarismo das 
unidades é 9 e representa 9.10", o algarismo das dezenas é 2 е representa 2.1 0'. o algarismo das centenas 
é 3 e representa 310 eo alparismo do milhar é 7 e representa 7.10%. Os algarismos também sào 
denominados pela ordem que ocupam no nümero, de acordo com a poténcia a qual estáo associados. 
Desta maneira, no número 7329, 9 é o algarismo de ordem O (está associado a 10%). 2 é o algarismo de 
ordem 1 (está associado a 10'), 3 é o algarismo de ordem 2 (está associado a 10%) e 7 é o algarismo de 
ordem 3 (está associado a 10°). Assim, a expressão que caracteriza a representação em base 10 do 
número tomado como exemplo é 7329 = 7.10? + 3.10° + 2.10! 9.10". 

Outras bases são utilizadas no dia a dia, como por exemplo a base 60, usada na contagem do 
tempo em minutos e segundos. A base 12 é usada no comércio para contagem da quantidade de 
parafusos, bananas, etc. A base 2 é utilizada na linguagem de computadores, onde os números são 
sequências (algumas delas muito longas) dos algarismos O e 1. Para uma determinada base b (2 < b < 10) 
os algarismos desta base são os inteiros de 0 a b — 1. Por exemplo, na base 2 os dígitos são O e 1, na base 
6 os dígitos são 0. 1. 2, 3. 4 e 5, enquanto que na base 8 os dígitos são 0, 1, 2, 3. 4. 5, 6 e 7. Quando a 
base é maior que 10 é necessário usar letras para representar os algarismos maiores que 9. Por exemplo, 
na base 16 os algarismos são 0, 1, 2. 3, 4, 5, 6, 7, 8. 9, A, B, C, D, E e F, onde A representa 10, В 
representa 11, C representa 12, D representa 13, E representa 14 e F representa 15. 


A forma geral de representar um número em base b (b e IN, b > 2), cujos algarismos nesta base 
são, da esquerda para a dircita, iguais a ay, ai, a2, ..., än, É: 


(anan -1...азатаџ)ь = ап." + an- 1.007 +... + аз. Б + ai b! + ap b? 


Nesta representação, a simbologia (n), significa o número n escrito na base b. Por exemplo, uma 
vez que 14 = 1:253- 127-12! - 025, а representação do número 14 na base 2 é (1110). Por outro lado, 
25 = 4.6 + 1.6 significa que o número 25 na base 6 é (41). Para representar 125 na base 16 € 


necessário utilizar letras, pois 125 = 7.16! + 13.16%, Como na base 160 algarismo 13 é representado pela 
letra D então pode-se afirmar que (125) = (70). 


CONVERSÃO DE UMA BASE B PARA BASE 10 


Para a conversào de um nümero escrito em uma base qualquer n em base 10 basta escrever O 
nümero na base n como a soma dos seus algarismos multiplicados pelas respectivas bases elevadas as 
ordens de cada algarismo e calcular o valor da soma, em base 10. Por exemplo, para converter o número 
x dado por (anan - |...а›а|ап)һ para base 10 basta calcular, em base 10, o valor da soma a,b" + an- TM 
«tab жары + aub, Assim, pode-se afirmar que: 


НЕН - 2 { 0 
(anan - 1.828100) = (a,.b" *da- ыы E «tab +аЬ + avb Dio 


Por exemplo, para converter em base 10 0 número binário (10011); basta fazer: 
(10011); =1.2*+0,2%+0,22+1,22+1.2%=(19)1. 


Portanto, conclui-se que 10011 na base 2 equivale a 19 na base 10. 


(SAO DE BASE 10 PARA UM : | ' 
A BASE B QUALQUER ^ Capítulo 12. Apêndices 


CON rt 

Teorema: Para converter um número x (x € IN) em b 
ч asc 110 " 

muinto procedi para uma outra base b qual 

qua 


pividi-se X por b: 


mento: 
quer basta seguir 


х= b.qu + ro 


. 
e Dividi-se q! por b: qo = baqi +r 
. idi-se qe por bi qi = bao бт: 
e ... 
e Dividi-se qu j por b: qn-1 Бы + ro 
Сере proce i ento é se i até e seji 
Este procedimento е seguido até que seja encontrado um quociente igual a 7 
exatamente quando qn- 1 « b. Desta forma, na última divisão tem-se qn- 1 = rj E con uu 
+ for a SATB i j Sb P > Т | 
base b é formado pela sequencia, na ordem inversa em que são бЫййдв, Pa r e das divis E 
8 5, s restos das divisões 


efetuadas: Х ^ (Гаа - ¡Tari To): 


Demonstração: 
Seja o número x na base 10 dado por x = (апап - ¡...a22120)10. Deseja-se converter x na base b, de 

modo que x = (bmbm - т.Әсім bob. Em outras palavras, deve-se encontrar os dígitos (em base b) bm, b | i 
s m, bm- 1s 


Lbs by e bo de modo que: 
ar10" + an-1-10°7' + 


Inicialmente notemos que: 
a, 10^ + аа-1.10°7 + аз. 102 + ar. 10 + ао = b(bm.b" 


ou seja. ba é igual ao resto da divisão de x (na base 10) por b, onde o quociente desta divisão vale 
bro! + bm- bro? + + bob + by. Dividindo este quociente por b encontramos: 

b"? +... ыы b(bm.b"7?+ bm- jb" 7 +.. + b2) + bi, 

a divisão é igual a bı € o quociente vale b,.b" 7? + bm- pb 73 ++ 0. 
luir que os valores de bo. Бі, bo. ... são iguais aos restos das divisões 
os (onde a 1“ divisão é de x por b), até que seja encontrado um 
al do processo. 05 dígitos de x em base b serão os restos das 

em relação à ordem que são determinados. 


„. + 22.102 + а.10 + ао = bm b" + bm-1.b™7! +... bob! + bib + bo 


тз bus qb" 72 +... + bib + bi) + bo. 


exatamente bm. 
b," + bm-1 
onde conclui-se que o resto dest 
Seguindo este processo pode-se conc 
sucessivas por b dos quocientes obtid 
quociente igual a zero. Assim, ao fin 
divisões sucessivas, escritos cm ordem inversa 
Por exemplo, vamos converter em base 8 o nümero decimal 3964. Para tanto, basta fazer 0 
seguinte: 


3964| 8 


mos do nümero nà base 


s algarisi 
ita de forma correta, 


nversa, а seqüéncia do: mi 
rsáo foi fe 


am, na ordem i 
1 verificar se tal conve 


" Os restos encontrados form 
Assim: (3964)10 = (7574)s. Note que é possíve 


bastando para isso converter (7574) em base 10: 
(1574), = 7.8? + 5.82 + 7.8 + 4 = 3584 + 320 + 56 + 4 = 3964 


ÜMEROS ENTRE DUAS BASE: M 

Para converter nümeros de uma base b para uma outra base b' quaisquer, o proc. 
i P insere da base b dada para a base 10 e depois da base 10 para a base Һ i 

н кадет (43); para base 9 deve-se proceder da seguinte maneira. 

exe . рага 

ү зуу ад! +3=23 

'ormando 23 em base 9: 


ii) transf 

2319 

18 219 

s 0 0| 
2 


Desta forma, tem-se que (43)5 = (25)o. 


Exemplos: 


1) Converter (1A7B)¡5 em base 10. 


Solução: . 
Sabe-se que, em base 16, A representa 10 e B representa 11. Assim: 
@А7В) = 1.165 10.168? 7.16 + 11 = 6779 


2) (Colégio Naval-90) O cubo de 124 é 1750. А base de numeração b é: 


(A) primo (B) ímpar não primo (C) par menor que 5 
(D) par entre 5 e 17 (E) par maior que 17 
Solucáo: 


[12] = (1750), => (Lb*2) = 1.6 +7.62+ 5+0 > b 6b -12b« 87b +7 - 5 > 
b-7b-8=0 > (b-8(b+1)=0 > b=8 = alternativa D 


3) (Colégio Naval-92) Um livro de 200 páginas vai ser reenumerado no sistema de numeração de base 8. 
O número na base 10 de algarismos que seráo utilizados é: 

а) 520: b)525 с)530 d)535 е) 540 

Solução: 

Transformando (200) 19 em base 8: 

200| 8 


8 
40 318 
40 100 
0 3 


Logo, tem-se que (200), = (310); Ё 

Lembrando que no sistema de numeração de base 8 são usados os dígitos 0, 1, 2. 3, 4, 5,6 € 7. ш 

E para escrever os números de 1 algarismo (de 1 a 7) são necessários 7 dígitos; 

E ж үз з оз números de 2 algarismos (de 10 a 77) são necessários 2(7.8) = 112 algarismos: i 
crever os números de 3 i inici а sários LA 

lr algarismos iniciando por 1 (de 100 a 177) são necessários 5( 

iv) para escrever os nümeros de saris inici sários 30188" 

н: meros de 3 algarismos iniciando por 2 (de 200 a 277) são necessários d 

V) para escrever os nümeros de 

27 algarismos; 


3 algarismos iniciando por 3 (de 300 a 310) são necessários a(l 


Assim, são necessários 7 + 112 + 192 + 192 + 27 = 530 algarismos 


Шы 1 


РЕР E MP RTT калы шеш 
MIME-72) Sejam b € Z.,b>1eM e М. Suponhamos que м. XE 
Ке 2 2 cacaos 1 expres 
JU gb + ab + ао. onde os coeficientes satisfazem a relaçã И с 
ре : ação 0 


que а representagáo de M na base de numera 
aç 


Capitu 

012 

а lorma M Apéndices 

ath. ab + 4 

ase considerada. вем > 3 | 
M "dido, Onde о 


pizemos- então. 
indice P indica à b i | 
Ш ine. С a notação exposta acima, a representação de 1347 | 

асе à SPADA re ES Es H na base 10 а | 
base(s) de numeragáo é verificada a igualdade (2062 se ] ) с de 929 na base 5 
LU) (Т) = (29 ds 


terr 

B Medie que 5© M = (14641), então independentemente da base considerado PIET 
perfeito. Determine à representação de УМ na base b+ 1. derada. M é um quadrado 
gi 110 € 3.107 * 4.10+7 
Transformando 929 em base 5: 
991 5. 
5 185 | 5 
poi 3715 
ю 35 35 7 3 
“9 35 2 à 15 

25 0 200 

4 1 


Desta maneira, (929) = (12204); = 1.54 + 2.,52+ 2,52+ 0,5 +4 

b) 2002), + (21) = (220)ь + (1121), > 2p42-42541-72b «2b-b *b*2b*1 => 
3b -4b-12-70 > (b-2Xb+2Xb-3)=0 = b=2 ou 5-3 

OM - (14641), = bf + 463 + 6b? + 4b + 1=(b+ D = [(b + D'P = [b? + 2b + 17? 

Uma vez que VM =b°+2b+1 então ММ =(121) +1 
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re CO 12, Apêngiç 
APÊNDICE 2: TRIÂNGULOS PITAGÓRICOS es 

A equação x y =) оү AD 

Agora vamos considerar uma equação diofantina de segunda ordem com trés incógnitas, x? + T" 

chamada de Equação Pitagórica. Como é conhecido, esta equação possui grande importància Ө 

trigonometria e na análise trigonométrica. e no caso especial de x = y, está ligada como uma ps 

simples da existência de nümeros irracionais. ` 

Vamos agora determinar todas as soluções inteiras desta equação. Vamos excluir a solução trivial 

qual um dos números x. y é zero. Dentre todas as outras soluções, nós vamos considerar somente 

que são números naturais. uma vez que а mudança de sinal não altera a equação. Se os números 

são números naturais e satisfazem a equação X' + y = Zº então dizemos que (X, v. z) é um 1 riângulo 

Pitagórico. Wr ne А І 

Uma solução da equação х^ + y => € chamada primitiva se os nümeros x, y. Z sáo nümeros naturais 

e nào possuem nenhum divisor comum maior que 1. Se а, В, Ө é uma solução primitiva de x^ ~ y-z 

e d é um número natural qualquer, então x = da, у= dB, 2-40 é também uma solucáo. De fato, se 

al + f^ = 0°, então multiplicando ambos os lados por d^, obtemos que da, dp, 40 também verificam a 

equagáo. 

Como тас (x, y, 2) = 1, estes trés valores nào podem ser todos pares. Ou seja, pelo menos um dos 

valores x, y, z é da forma 2k — 1. 

Сото (2k — 1) = 4k(k — 1) + 1 e 8 | 4k(k — 1) então dividindo o quadrado de um número natural impar 

por 8 o resto obtido 6 1. 

Como (2k)? = 4k? então dividindo o quadrado de um número natural par por 8 os restos possíveis são 0 e 

4. 

Portanto, x e y não podem ser ambos impares, pois se fossem o resto de x? + y por 8 seria 2, e náo 

existe nenhum número natural cujo quadrado deixe resto 2 quando dividido por 8. 

Entáo x deve ser ímpar e y deve ser par, implicando que z seja impar. 

Observe que: x? + y! 2 z > уі-(2%х)2-х) 

Os números z + x e z — x são а soma e a diferença de dois números ímpares, e, portanto, são ambos 

pares: Z+x=2a z-x=2b > z=a+b x-a-b 

Seyépar > у-2с ..Сото 4с2= 4аЬ => с? = аЬ 

Сото о тас (a, b) = 1 e с =ар > а e b são quadrados perfeitos => а= m^ e b=n 

Como mdc (а, Б) =1 => mdc(m,n)-1 

л®ъ=а+Ы > z=m?+n? 

«x=a-b > х= ті п? 

ло = аф= тп? > у= 20 > y=2mn 

Onde m e n são números naturais сот тас (m, n) = 1 e, evidentemente, m > n. 


A tabela abaixo lista as 10 primeiras solugóes (em ordem crescente de m) naturais primitivas dex ^Y 
-2 $ 


2 


mn x y 7 m nx y z 

2 d 3 4% % 7 6 13 84 85 
3 25 B 13 8 1 63 16 65 
4 1 15 8 17 8 3 55 48 73 
4 37 24 25 8 5 39 80 89 
5 2 21 20 29 8 7 15 112 113 
5 4 9 40 4l 9 2 77 36 85 
6 1 35 12 37 9 4 65 72 97 
6 5 11 60 61 9 8 17 144 145 
7 2 45 28 53 10 1 99 20 101 
7 4 33 56 65 10 3 91 60 109 
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Exemplos: А 


toda solução inteira da equação x^ + у= 72? ag menos um dos m 


ove que em 


ümeros x. v à dci 
p ero X, y è divisive 
or 3 

КҮТЕ ы E лама T x 

Solue : não fossem divisíveis por 3 = х= 3ktle y=3p+1 

SS з 9k) бк +1+9p t6p-1-23(K + 3p"+2k t2p)«2 

satio X 7 = 

Então 


tanto o quadrado de um número natural dividido por 3 apresenta resto 0 (qu 
тап ыы n ч 2 : 5 а " 
Ent divisível por 3) ou | (quando é o quadrado de um número d 


cnos um dos valores de x e y é divisivel por 3. 


t ando é um quadrado de 
um número a forma 3t + |). 
Assim. pelo m 
2) Prove que em toda solução inteira da equação x? + y 
divisível por 5. 

Solução: Б " ў Р 
Um nümero m nào divisível por 5 pode ser escrito das seguintes formas: m = 5k +1 o 
Nestes casos: m = S(5k + 2) +1 e m'-S(5k + 4k) +4 

Então, a divisão do quadrado de um inteiro não divisível por > apresenta resto igual a 1 ou 4. 

Suponhamos que x e y sào nào divisiveis por 5. Entáo x^ + y^ pode apresentar os restos 2. 3 ou 0. 

Restos 2 e 3 são impossíveis para z“, sobrando apenas resto 0, implicando que z seja divisível por 5. 
Desta forma, se x e y não forem divisíveis por 5, implica que z seja divisível por 5. 

Evidentemente é possível que um dos valores de x ou y seja divisível por 5 

Digamos que seja x. O resto da divisão por 5 de x? + у será o resto de y? dividido por 5, sendo possiveis 
os valores 0, 1 ou 4. Como z? também pode apresentar os mesmos restos, confirmamos que x é divisivel 
por 5. 


2 
= 2, ао menos um dos números x. Y. ze 


um=5k+2 


3) As medidas dos lados de um triángulo sáo números inteiros. A medida da hipotenusa náo é divisivel 
por 5. Prove que a área do triángulo é um múltiplo de 10. 
Solução: 


Sejam x as medidas dos lados do triângulo, onde x e y são catetos e z é a hipotenusa, implicando 
qe x «y =z? 


Pelo exemplo anterior sabemos que um dos nümeros x, у, z é divisivel por 5. Entretanto, pelo enunciado 
temos que z não é divisível por 5, implicando que um dos valores x ou y é divisível por 5. 

Como a área é dada por S = (х.у)/2, então 5|S. $c noo» 
Sabemos que as soluções de x? + y? = 72 são dadas por x = К(2тп) y = k(m^ - n°) z = ki - nò. 
Portanto: 5 = (xyy2 > $= Kmn(m? - nº). 

Se algum dos valores de m ou n for par então 2 | S. 

Se m e n forem impares temos que 2|m'- i? > 24S. 

Como2|S e 515 > 10|S. 


4) (Olimpíada Báltica-94) Mostre que para todo inteiro a > 5 existem inteiros b e c, с 2 b 2 a, tais que à. 


Š : são os comprimentos dos lados de um triángulo retángulo. 
Audio... + 


2 o DIE ысы ы T. wb 
Sabemos Que se os inteiros positivos a, b e c (c > b > a) satisfazem a^ + b? = с", então c = Nm + n 
kCmn) e a = k(m? — n? 
те 255 

iei а= 2х, (s € N) onde x é impar, vamos admitir que k = 2". y 
Os k(m? — шта > m-n(m+n)=2x > (т – п)(т + п) : X 

odemos fazer m -n = 1 e т+п=х > m=(x+1)2 65 у 257 xlv 1) 

“Sta forma temos que b = 22mn) = 27 (x + I(x- 1) e cc 2m + 007? 


5) Prove. 
Quadrados, 
Olução: 


А TCR > seus quadrados senum 
que não existem dois números naturais cuja soma e diterença ANS 
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am números naturais x e y tais que К 
). peguemos о menor, obviamente тс (X, y) = 1 


; Capitulo 12. Apêndices 


y? 


Suponhamos que exist 
Dentro todos estes pares (X. у 
2x5 ez et => zetsão ambos pares ou ambos impares => 7—{ e 7 ! tsào ambos pares 
- Então (Z-0/2 e (z+ 0/2 são ambos nümeros naturais 

Sedi(z*02edl|(z-02 e também sed 71 > diz 

Como х2= (+ 02р *[z-U2] => dix => dix 

Como x +y = z? ed|x => d|y que é impossivel pois тас (x. y) = I 

Então mde [(z + 0/2. (z = 0/2] = 1 

Como x? = [(z + ty + [(2 = 1/2] é uma solução de uma equação pitagórica, temos os dois casos: 
i) (7—1)/2= mon e (2+0/2=2mn etambém хет + n 

2mn etambémx^m +n 

-(z-0(z*0-22(m -n)4mn > y! = (m - nmn 


i)(z*02- m-n e (2 - 0/2 
Nos dois casos temos: 2y =2 —t - DG 
Comoyépar > у=2К > К = (т — n')mn A | 
Desde que mde (m, n) = 1. => тас (m + n. m)- 1 => mdc(m'-n,m)*1 e mde (m - п, п) = | 


Desta forma > m=al n=b° т - п = с? 

Do fato de que mdc (m, n) = 1 e que um dos números m, n é pare o outro é ímpar => 
mdc (m +n, m-n)= 1 

“Como (m + n)(m — п) = m-n = с 
quadrados 

2Сотот= а? е п= 2 > а? +b’ e а? – b? são quadrados 

Como aàbeb2men«2ms2mn«(z*0/2«zsz = х + y > a+b <x? +y? 

Esta desigualdade contraria o fato de que x e y são os menores valores que satisfazem as equações 
xy-zexly-ü) 

Portanto não existem valores de x e y cuja soma e diferença de seus quadrados sejam quadrados 


$ 
^ e тас (m+n т- п) = 1 > m+n e m-n são 


6) Prove que а equagáo х* + y! = z não possui solugáo nos números naturais X, y, 7. 
Solugáo: 
Suponhamos que exista uma solução e seja 2 o menor natural cujo quadrado é a soma das quartas 
potências de dois números naturais x, y. Temos então que тас (x, y) = 1 => тас (х2. y) -1 
Entáo x?, y^ 2 formam uma solução primitiva da equação pitagórica (y + (y =7 
cx=mon y =2mn z=m'+nº ondemde(m,n)=1 
Um dos números m e n é par e o outro é impar 
Se m fosse o paren o impar. de x? + n? = m? teríamos que x e n seriam impares, que é impossivel 
Portanto méímparenépar = n-2k  ..Comomdc(m,n)-] = mdc(m,k)=1 
sy 72mn-24mk => yépar > y=2u = v-mk 
Сото mdc(m,k)=1 = m=a e k-b? > n=2k=2b? 
Como x? + п? = т? e тас (т, п) =1 => тас (х, п) = 1 
Asim, x, m, n formam uma solução primitiva de uma equação pitagórica > n=2mm 
Desde que n=2b? => b'-mi Como mde (m,n)=1 => m=a? e n= br 
“Como т-а > =m? +n? =at +b’ 

: 22 2 
Маз а< a=m<m+ n-z = а < 2, contrariando a suposição de que z é o menor natural cujo 
quadrado é a soma das quartas potências de dois números naturais x, y. 


т=п 


7) Determine todas as soluções inteiras positivas de 


Solução: 
Multiplicando por (xyz)? => (yz)? + (xz = (ху)? 
Assim, yz = u? — y? xy=2uv xy=u +y? CN 3:3 E TON: 
kz =2uv(u? — 2), onde jx d wv => kx-2uw(y + v?) ky = (02 + Dy! — v^) 
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APÉNDICE 3: TEOREMAS DE EULER E FẸ Camuno ng Apêndices 
$ -FERMAT 


nea 4 5 
кісі e Fuler € 
ЯТ E ув 

l modo que e(n) e 
al MO 


zo de Euler W^ E , | 
uma função aritmética simbolizada por о(п), definid 
* + dciinida par 


m Vie oA. ie ое а todo inteiro positiv ‚ 
ros posit > пао superam ne ue s к 
que sáo primos com 


a Funcáo de Euler 
ф de Euler é uma função aritmética multiplicativa, ou seja. d 
» OU Seja, sendo r e s dois 
1€3 Inteiros 


tração: i m 
Р nente que se r ou 5 vale | a proposição é diretamente verdadeira 
r»les» l. Para esta demonstraçã ilizarem | e 
5 stração utilizaremos uma té 
5 abela contendo 
2 todos os 


- emos iniciali 
os agora que 
r.s, organizados ет г colunas с s linhas. 
1 2 
e h E 


s de até 


г+1 r+2 ae TE us 2р 
2-1 27+ 2 ss dh vex 2E 


(s- Dr*1 (s- Dr*2 .. (s- Dr*h ... sr 
imeira linha о número de inteiros menores que г e primos com г é igual a ф(г), temos que 
que primeiros termos destas colunas são primos com г. Desde de 
= mdc (h, г), os inteiros da h-ésima coluna sáo primos com r se e somente se h é primo 
псішітов que quando о primeiro elemento de cada coluna (que sáo os elementos da 
primeira linha) е primo com г, então todos os elementos destas colunas são primos com r. Deste modo, 
existem exatamente (г) colunas formadas com inteiros que sáo todos primos com r. 


Analisemos somente estas colunas em que todos os inteiros sáo primos com r. 
Como nestas colunas temos que mdc (h, г) = 1, então o número de elementos de cada coluna (h, r + h, 2r 


+h.....(s- Dr + h) que são primos com s é igual а ф(5). pois para isto ocorrer basta que тас (h. s) seja 
igual a 1. Concluimos, portanto, que o número de inteiros menores que rs e que sáo primos com rs é 


igual a 6(2)0(5), ош seja, (rs) = ф(т)ф(5). 


Como na pr 


existem apenas фт) colunas em que os 


пёс (дї + h. 1) 
com r. Assim. CO 


Teorema: “Para todo inteiro positivo n > 1, a soma dos inteiros positivos menores que n e que sáo 


primos com n é igual a Engin) i 


Demonstração: 

Sejam ar. a», ..., dg). OS Ф(п) inteiros menores que n e primos com n. Desde que mde (а. п) = 1 & 
nde (n — a, n) = 1, então a cada inteiro ai (1 <1< (n) corresponde exatamente um outro inteiro 
wsitivo n-a, (também menor que n) tal que ambos sào primos com n. Deste modo podemos formar 
(n) pares de inteiros positivos menores que n € primos com n: 

us n-ai), (аз, n— aa), ..., (26 (ms N— 26 m). 

iolemos também que como а, 22, .... афт) SãO todos os inteiros menores que n e primos com n с à 
ada a, corresponde um único n — a, que também é menor que n e primo com n, então 05 conjuntos, à 
tenos da ordem, são iguais: 


1 mmn 
уар ыо) = ft, 075, D = 2910) 5 
m atat... + apm = (па) + (n-2) +... + (n-am) 7 ná(n) - (a * * t тай 
tat., + app =A 
T 


Calculo de ф(п) —— — Capítulo 12. Apêndicos 


бе queis qr ado е8, А 
Teorema: "Se n = pj'p5?..p,' é a decomposição canónica do inteiro positivo n > 


” L, então 


) ОКЕ | р Y І 
een «pt =p Jos = pt") рь е) Dio) (ie 
PI PV pb) 
Demonstração: 
Como pi, pz. .... pr são todos primos, então o máximo divisor comum de qualquer par destes 


igual a 1. primos é 


Portanto, como ф(п) é uma funcào aritmética multiplicativa: 


бп) = фр pé pb) = рири). Фере )= [p^ - pr^ Jof - pis! Jp t) | poser od 
PA PL р 


Exemplos: 
1) Calcular %(7865). 
Solucáo: 


Sendo 7865 = 5.112.13, temos: 6(7865) = (5 – (11? = 11013 — 1) = 4.110.12 = 5280. 


2) Demonstrar que ф(п2) = п.ф(п) para todo inteiro positivo n. 


Solução: : 
А КГ uk 1 1 1 
Seja n- p'py..p? => (n) = EL - + ES 
Pi Р Р, 
% f Y 
Como os fatores primos de n? e n são os mesmos > dm?) = "ү. - 5 Қ - > y 1- т ) > 
1 BN r 


фп?) = п.ф(п). 


3) Demonstrar que, se n é um inteiro positivo impar, então: а) ф(2п) = ф(п); b) é(4n) = 26(n). 
Solucáo: 

а) Сото тас (2,n)=1 = ф(2п) = ф(2).ф(п) = (2 — 1).ф(п) = ф(п) 

Ы) Сото mde (4, п) = 1 > ф(4п) = ф(4).ф(п) = (22 — 2).ф(п) = 26(n) 


4) Seja n um inteiro composto. Prove que ф(п) <n- Уа. 
Solução: 
Seja n' um inteiro composto e p; o menor divisor primo de n. Deste modo, temos que p, <vn > 


2 <4Jn. Assim, «ssi Jen = $n) <п- Jn. 
Pi Pi р 


Teorema de Euler 

"Se n é um inteiro positivo e se o тас (a, n) = 1, entáo аба) =] (mod. n)." 

Demonstracáo: 

Sejam: ay, аз, ..., аша) OS números entre l ene primos com n. Temos que а.а, é primo com n (nem a € 
nem a; possui fatores comuns com n) е a.a, =x (mod. п), onde 1 «x <n. 

Suponhamos, por absurdo, que x possui fatores comuns d com n então a.a, = х (mod. n) <> 
n | а.а, -Х > a9-x=n < aa-nt*x > 4|аа => а ou a, possui fator comu! 
Isto е, a ou ai possui fator comum com n, que é um absurdo, pois a е a; são primos com п. 
Desta forma, x é primo com ne 1<х<п, implicando que x= aj 

а.а = aj (mod. п) 

а.а та, (mod. n) 


m com d, 
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$ Tao (mod n) 
Ре (mod. n) 


„m (mod. n) " 
do todas estas congruencias: 


RETE = addio 


pe қ А o М 
ога basta provar que Am * ат, quando m # m 
AN 


ondo Am 7 Ajo" > aam E а.а (mod. n) <> азан (mod. n) > Am = ал, OU Seja; 
уре : 
SP > anti 152850 1 а п 

E E 7 Хап. ар. es ism) € 
Assim dis ©- d Фп) =] А а 

97 aids. dm E drain (mod. n) < а =| (mod. п) 


am 4 dm” 


Exemplos: A 

x eniro o Teorema de Euler com п = 9 ea = – 4. 

Solução: s 

өті (-4.9)=1 e 4(9)= 6. Deste modo: (- 4)% = (4) = 4096 

E como 9 (4096 — 1), segue-se que 4096 = 1 (mod. 9). istoé: — (- 4" = 1 (mod. 9) 
2) Determine os dois ültimos dígitos de 3!!, 

Solução: 

1) 0(100) = (100)(1 — 1/2)(1 — 1/5) = (10)(4) = 40 2 

11) Pelo Teorema de Euler: 3%!%”= 1 (mod. 100) => 3*”=1 (mod. 100) = 3" = 1 (mod. 100) = 
0229) 3 = 3 (mod. 100) = 3! = 3 (mod. 100) , 

Ш) Ou seja, os dois últimos dígitos (dezenas e unidades) de 3"! são 03 


3) Prove que todo número natural que nào é divisível por 2 ou por 5 possui um múltiplo positivo cujos 
digitos (na base 10) sào todos iguais a 1. 

Solução: 

бе тс (n,10)=1 = тас (9п, 10) = 1 => 10%" = 1 (той. 9n) > 10%). | = пк, ondek е М. 
1099 21 


Desta forma: пк = 7—5 ++ vemos que todos os dígitos decimais de nk são iguais a 1. 


3) (Olimpíada da Rüssia) Quais os possíveis resultados para os restos quando n? é dividido por 125, 


quando n assume todos os valores inteiros positivos. 
Solução: 


DSen=5k =» 
T) Se mde (n, 125 
Assim, pelo Teor 


125|п/9 > resto = 0 _ : 
)=1 temos que ф(125) = &(5) = 5(1—1/5) = %(125)- 100 
ema de Euler, n" = 1 (mod. 125) > resto = 1 


s ізі NS А ышы 
ў ы) Prove que se um inteiro n é primo com 10, a 101? poténcia de n termina com 08 mesmo 3 
Soluça de n. Por exemplo, 12331" termina com os dígitos 233, e 37!” termina com os dígitos 037. 

são: 


Se mde (n, 10) 


А = 1 podemos aplicar o Teorema de Euler: 3 
(3000) = 400 > z] e 1000) > n'"-1=1000k > (2% - DY + 1) =1000К => 
Үр. Lyn! _ Da» + 1)= 1000k 
)=4 > n= м К 2004 1 = 2 (mod. 10) 
| Analogamente: | =] (mod. 10) > п" = 1 (mod. 10) = n + (mo 


100 
А jn wl "0.122 .10 5 TE ) 
is que (p 4 хат D iko TE bis 2 (mog + e e n" ] nào são divisiveis por 1000, 
OS que п!" | édivici Е 
js = 1 é divisível por 1000. ; = " 
ын modo qM perg (шо. 1000) > n'"=1 (mod. 100) = п" =n (mod. 1000) — n 
Ma com os mesmos 3 dígitos de n. 


à 
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6) (Olimpiada da Rússia-96) Mostre que na progressão aritmética com primeiro termo 1 e, СЕЕ 
existem infinitas poténcias de 10. o 
Solução: ^ 
O termo geral da PA é an=ao + пг => An =1+729n. 
Desta forma а, = 10% => 1+729n= 10 > 105-1 = 729п => 729 divide 10*— 1, 

s А 5 26) = 
Como 7229235 = %39 =3°(1 -1/3) > 939- E 
10552 1 (mod. 729) = 108 = 1 (mod. 729) = 729 divide 19". 
valores inteiros positivos de x tais que 729 divide 10'— 1, implicando jue 
os positivos de п temos que а, = 729n + 1 é uma potência de 10, ae 


Pelo Teorema de Euler: 
ou seja, existem infinitos 
para infinitos valores intei 
7) (Teste de Selegáo da China para a IMO-88) Defini-se x, = 3xn-1+ 2 para todos os inteiros positivos 
n. Prove que um valor inteiro pode ser escolhido para xo tal que 1988 divide хуор. 

Solução: 

X= Ia +2 > (ха 1) = 3(X0-1 + 1), ou seja, a sequência x, + 1 é uma progressão geométrica de 
razão 3 e primeiro termo igual a xo + 1. 

Deste modo: Xp + 1 = (xo 1)3" => хз (хо + D3"-1 => xim (хо + 1331953. 

Sabemos que 1988 — 227.71. 

Сото mdc (3, 1988) = 1, pelo Teorema de Euler: 

0027.71) = 227210 - 1/21 - 1/70 - 171) = 840 = 3% = 1 (mod. 1988) > 

(67 1") = 1 (mod. 1988) 


Deste modo, fazendo xo = 37405 _ 1, teremos que 1988 | x100. 
Teorema Simples de Fermat: “Se p é um primo e se p não divide o inteiro a, então а! = 1 (mod. p^ 


Demonstracáo: 


Se mdc (a. p) = 1, então vale o Teorema de Euler: a = 1 (mod. р) € а?! 


= 1 (mod. p) 


Corolário: "Se p é um primo, então a” = a (mod. p) qualquer que seja o inteiro a." 

Demonstração: 

Basta multiplicar a congruência do Teorema de Fermat por a. 

Notemos que a congruência а? = a (mod. p) vale inclusive quando тас (a, р) = 1, pois assim o resto da 
divisão de а? por p é 0, que é igual ao resto a módulo p, pois a é divisível por p, e resto a módulo pé 
igual a 0. 


Exemplos: 


1) Verificar o Teorema de Fermat com a=3 ер = 7. 

Solucáo: 

O inteiro 7 é primo e 7 não divide 3. Temos: 377! = 30-729 e como 7 | (729 — 1), segue-se que 
729 = 1 (mod. 7), isto é: 377! = 1 (mod. 7) | 


бас -1 - - 
2) Demonstrar que 197! + 297! +... +(p-1P-!=p-1 (mod. p), onde p é um número primo. 
Solução: 
Como p é primo е cada um dos inteiros 1,2, ..., p — 1 não é divisível por p, então o Teorema de Fermat 
e valide para cada inteiro entre 1 e p — 1, com módulo p. 
mia = ў 
1 = 1 (той. р) 2"! = 1 (той. р) 3°! =] (mod. р) .. (p- 1^7! = 1 (mod. p) 
Somando todas estas congruéncias, e lembrando que de | a p — 1 existem p — 1 inteiros, temos: 
LA +..+(p-1)7!=p-1 (mod. р) | 


3) (Olimpía қ» 3 22 xol 
тана de Hong Kong-2000) Prove que para todo inteiro n, n — п! — n'* + nº é divisível por 


Solução: 


Noiemos inicialmente que X = n) p. п дирүү; 

É suficiente mostrar que p divide np pls. po ага : ч дп. 2 À 

Como nº ou nº-1 é par, então 2 |X. (1) PST aid 

Se p divide n, a conclusão é direta. para p = 2, 3, 5,7,13 ou 17 

Se mde (n. p) = 1, pelo Teorema de Fermat temos que т- pu 
сеге” “ш { d 

Assim: n “= | (mod. 13) e n бы І (mod. 17) = 
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eque 46410 = 2.3.5 
1 


SDS) 


= 1 (mod. p). 


^ 13.17 | (7 — 1y(n'5.— ; 
Como n" - n" – n + п = пп Dn!” — [у= o dps "v.i е: А in р, ub 
Analogamente, sendo mde (n, р) = 1, temos pelo Teor Y LS. 
g x , , pelo Teorema de Fermat: nº = А E 
Deste modo 5.7 | (n* – D(nº — DS 5Л|Х (3 e Fermat: п? = | (mod. 7) e n^ «| (mod. 5) 


Finalmente, notemos que: 
12 


BU Ap Сағ әді; 16 > 

n -n -n *n -mn(n*'-l)(n -Den = + 64 4 4. 8 
Pelo Teorema de Fermat nº = | (mod.3) - 3 | "d 1) ^ d a Дл д) 
De (1). (2), (3) e (4) concluimos que 2.3.5.7.13.17 | p? -n't 1 


4) Se p e g sáo primos distintos tais que а? = 
Solução: 
Pelo Teorema de Fermat temos: (a)? = a? (mod. р) e af)? = а (mod. q). 


Como а? =a (mod. q) e a? s a (mod. q), então aP? = a (mod Ма 
pla) e 4|(а%-а) NC LO 
Como тас (р, q) = 1. temos que pq | (a — a), isto é: a sa (mod. pq) 


a (mod. q) е a* = a (mod. p) prove que a" =а (mod. pq). 


5) (OBM-91) Mostre que existe um nümero da forma 1999..99] com mais de dois noves que é 


n noves 
múltiplo de 1991. 
Solugáo: 
Notemos que 1999...991 = 2000...00-9 = 2.10"*! -9 = 2000.10"? -9 e que 1991 = 11.181. 
n LI 


n+l 0% 


‚ Assim, como 2000 =9 (mod. 1991) > 1999...991 = 9(10"7? —1) (mod. 1991). 


Рага que 1999..991 seja múltiplo de 1991, devemos ter: 9(10"7? — 1) 2 0 (mod. 1991) > 


n noves 
1072 = 1 (mod. 1991), uma vez que 9 c 1991 são primos entre si. 
Sendo 181 e 10 primos entre si, pelo teorema de Fermat: 10'% = 1 (mod. 181). 
Analogamente, para 11 e 10: 10'"=1 (mod. 11) = 10'%=1 (mod. 11). 
Assim, temos que 10'% — | é múltiplo de 181 e 11 e, portanto, múltiplo do mínimo múltiplo comum de 
11 e 181, que é 1991, Em outras palavras: 10' = 1 (mod. 1991). 
Desta forma, para n= 182 = 1999...991 = 0 (тоа. 1991). 
6) беп é um inteiro maior que 1, prove que п não divide 27-1,” 
Solução: ne: А С 
Seja р о menor divisor primo de n. Então тас (n, p – 1) = 1, o que implica que existem inteiros x e y 
tais que xn + y(p— 1) = 1. Suponhamos que p | 2" – 1). ou seja, 2° = 1 (mod. р). 
Pelo teorema de Fermat temos 277! = 1 (mod. р). | Ж | 
2 = 2%"*УФ-1) = 22971) = | (mod. p) que é uma contradição, ou seja, n não divide 2º — 1. 


H n-l ы 
7) Prove que existem infinitos nümeros compostos n que satisfazem a relação n |а — à, para todo 


inteiro a. 


Solução: 

Seja p um número primo impar. К Lid 

Pelo Teorema de Fermat, se mdc (a, p) = 1 temos que a” !'s]1(mod.p) > (2º Қ; = 1 (mod. p) => 
y s pé" = dz 


a?-'a|(mod.p) > a(a"7?)=a(mod.p) > a7! — a = 0 (mod. p 
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-!-a épar, e como p ¿impar => 2pja" -а. 


TOA tem a mesma paridade, a 
Como à ea tema mesma I 

Se тас (a.p) 2! > тас (a. p) = р, POIS p é primo. 

Assim, temos diretamente que 2p | ar” —a. Че? 

Deste modo, fazendo n = 2р (p um primo ітраг) temos sempre que n|a"  — a, para todo inteiro a. 
8) Sejam pe d primos distintos. Demonstrar: р“ “а-а” ! = 1 (mod. ра). 

Solução: 

Pelo Teorema de Fermat: р! =1 (mod. q) e д1 =l (mod. p) 

Assim: ql p^! - 1 e різ 1 = ра|(р'— 1)(92 11) > pal pq! (po 
Como pq | pU > ра! (pt! а79-і > р! + ч?! = 1 (mod. pg) 

9) (Berkeley Math Circles-99) Prove que existem infinitos termos nà progressáo aritmética 8, 21. 34, 
47.... que sào formados somente pelo digito 9. ou seja, da forma 999...99. 

Solução: 
Inicialmente, verificamos que progressão aritmética dad 
Sabemos. também. que todo número formado somente por n dígitos 9 po 
Portanto. devemos provar que à equação 8 + 13m = 10" — 1. possui in 
positivos n e m. 
Assim: 13т = 10-9 => 10" = 9 (mod. 13) 

Note que n = 2 é uma solução, uma vez que 102 = 9 (mod. 13) (1) 

Pelo Teorema de Fermat: 107 = 1 (mod. 13) => 108 = 1 (mod. 13) (2) 
Multiplicando as congruéncias (1) e (2) > 107*5*? = 9 (mod. 13). k = | B A 

Deste modo, para todo inteiro positivo k, temos que todos os números formados por 12k + 
fazem parte da progressáo aritmética аъ = 8 + 13m. т = 0, 1,25. 


аё а= 8 = 13m. m = 0, 1: 2.4 
de ser escrito da forma 10^ – 1. 
finitas soluções para os inteiros 


2 digitos 9's 


10) (Olimpíada do Canadá-83) Prove que para todo nümero primo p, existem infinitos inteiros positivos 


n tais que p divide 2" — n. 


Solução: 
Sendo p um primo impar, pelo Teorema de Fermat: 29-!-1 (mod. p) = 29-81 (mod. p) > 


тереен р) > 20-0 (р 1) =К+1 (той. р) = 
эк 0) k(p— 1) - (к + 1) = 0 (mod. p) 
Fazendo п = К(р – 1) temos que 2? 2p 2 209-0 k(p-1) 
Ше” 
Como p [4 —k(p- 1) (К+ 1), para que p|29 P -k(p- 1) = pIk*! 
Ou seja, basta fazer К+ 1 = xp = К=хр-1 
Em outras palavras, рага cada nümero primo p, p divide 2^-nse п= К(р- 1) е k=xp-1, хє N. 


11) (Seletica da Roménia para IMO) Prove que nào existe um inteiro n > 1 tal quen divida 3" – 2". 

Solução: 

Suponha o contrário, isto é, que para algum inteiro n > 1 tenhamos 3" 

3 não dividem n. 

Seja agora p o menor fator primo de n e n = pm (aqui é que usamos ser n > ]. para gar 

fator primo). 

Nossa hipótese, juntamente com o pequeno teorema de Fermat, nos dão: 

ап. э" У Í 

3"=2"(modn) > 3"=2""(modp) > 3" = 2" (mod p) (*) 

Se d 2 mde(m, p — 1), temos em particular que d divide n. Portanto, o fato de ser p 0 menor divisor 

E e n implica que 4 = 1. Tome entào inteiros positivos x e y satisfazendo mx = (p - Dy + 1. 
pequeno teorema de Fermat de novo, juntamente com (*), nos dào 

за yt! o 3m ш 9m ы 50 - ТУН! 2 (mod p), o que é um absurdo 


— 2" & 0 (mod n). Obviamente 2e 


antir que n tem 
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27-77 APÉNDICE 4: TEOREMA DE WILSON 


Teorema de Wilson: "Se p é um primo, então (p — 1)! =- 1 (mod. p).” 

Demonstração: 

Consideremos a congruência linear: ax = | (mod. p) onde а é qualquer dos p — 1 inteiros positivos da 
sequência 

РЛЕР p (1) 

Então. o mde (a. p) = 1 e é sabido que esta congruência admite uma única solução módulo p, isto é, 
existe um único inteiro aj, com I<a<p-l.tal que аа = 1 (mod. p) 

Se p é primo. temos que 4 = ат зе € somente sea-loua-p-l. 

De fato, a congruéncia quadrática а” = 1 (mod. p) é equivalente à seguinte 

(а= 0а 7 1)=0 (mod. p) de modo que р | (а 1) ou p|(a* 1). o que implica que: 

a—-1=0(mod.p) e a=1 ou а+1=0 (mod. p) e a=p=1 

Entáo para cada a distinto da seqüéncia (1) existe somente um di correspondente na seqüéncia (1) que 
satisfaz a congruência аа = 1 (mod. p). Omitindo os pares 1 e p — 1, сот os p —3 inteiros restantes: 2, 
3... p - 3, podemos formar (p — 3y2 pares а, а), com аж а, e tais que аа = 1 (mod. p). 
Multiplicando todas essas (p — 3)/2 congruéncias, obtemos: 

2.3.4...(р- 3)(р- 2) = 1 (той. р) > P- 2)! = 1 (mod. p) 

Multiplicando por p- 1: (р 1)! =р- 1 (той. р) = (р- 1)! =— 1 (mod. p) 


Teorema: "Uma condição necessária e suficiente para que um número natural p > 1 seja primo é que o 
número (р- 1)! +1 seja divisível por p." 


Demonstração: 
Suponhamos que p não seja primo. Então existe um divisor q de p tal que 1 < q <p. 


O número (р = 1)! + 1 sendo divisível por p. também deve ser divisível por 4. 


y € p, então y <p- 1, implicando que у divide algum inteiro positivo entre 2 e p — 1. 


Desde que ) 
= 1)! + 1 então q também divide 1, que é uma contradigáo, 


Assim q divide (p — 1)!. Como q divide (p 
pois 1 <q <р. 


Teorema: "Se p é primo e a um inteiro, entào p | а? + (р- 1a” 


Demonstração: 

Pelo Teorema de Wilson temos que (p — 1)!=— 1 (mod. p) 

Somando esta expressão o valor a^^ lg + (р- 1) sa" 1 (mod. p) 
Multiplicando agora por a: а? - (p- 1)! = а? — a (mod. p) 

Pelo Teorema de Fermat temos que а” = a (mod. p) = а? – (р- 1)!а = 0 (mod. p) => 


p ia^ - (p- lla 
Exemplos: 


1) Verificar o Teorema de Wilson para p = 7. 


Solução: 
Temos: (7-1)!+1=6!+1=720+1=721 =7.103 


Portanto: (7-1)!+1=0(mod.7) > (7-1)! =-1 (mod. 7) 


2) Prove que se p é número primo, então 2(р — 3)! = – 1 (mod. p). 


Solução: 

Se p é um número primo, pela Teorema de Wilson temos que (p- 1)! =- 1 (mod. p) 

(р (р 2)[(p-3)!] =- 1 (mod. р) > (p'-3pb*2)(p-3)!] - 1 (mod. p) = 

p(p — 3)[(p — 3)!] + 2[(p— 3)!] =- 1 (mod. р) e como р(р- 3)[(p – 3)!] é divisível porp > 


2[(p - 3)!] =- 1 (mod. p) 


Ai 


че 
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г; $ 
ural), entào p À zx ДЕТ 
42/1 


3)Sepéum primo da forma 4k * 1 (onde k é um número nat 


Demonstracáo: 
2k . temos a seguinte igualdade: 


Desde que Есі. 
( ч - -1 +1\ 

123 nea. (-5:) > 1.2,3.. 9— z (o Dp 2-5. (P2! | (mod. p) 
23.2 = >) 


2 2 


Assim, multiplicando esta congruéncia por 1.2.5... > 


(р-І)! (mod. р) 


еттті 
“|i 
Кышы 
ш 


ho ada 0 а. P-D PHD. (р-2ур-!) (mod.p) — | 


p-1) 2 НЕ py Y 
Pelo Teorema de Wilson: (27) =-| (mod. p) => PPS) +1. 


4) (Olimpíada da Austria-2000) Mostre que existem infinitos pares de números naturais distintos n e k 


tais que тас (n!+1,k!+1)> l: 

Solução: 

Seja k um inteiro positivo tal que k+ 1 não é primo 
p2k+ 2. 

Seja n =p- 1. ou seja, n> К. 

Pelo Teorema de Wilson: р| п! + 1 = тас (п! + 1. к +1) >2р> 1. 


e seja р um número primo tal que р | К! = 1 caue 


5) Mostre que existem infinitos pares de números naturais distintos n e k tais que тас (п! — 1,К!-1)> 
Y 

Solução: 

Note de início que se p é primo então pelo Teorema de Wilson temos: (р — 1)! 2- 1 (mod. p) 

Portanto: (p — 1)p -2)! =- 1 (mod. p) > p(p-2)!-(p-2)!=-1 (той. р) > (р- 2)! =! (mod. p) 
Seja k > 3 um inteiro par, ou seja, К! 21» 1 e k+2 não é primo (pois é par). 

Seja p um divisor de К! — 1. Então temos que Кзер- 2. 

Assim, fazendo n = p-2 temos que p|n!—1 e p|k! – 1, implicando que тас (n! — 1, k! — D2p>1. 


6) (Olimpíada da Irlanda-96) Para cada inteiro positivo n, seja f(n) o máximo divisor comum de n! + le 
(n + 1)! (onde n! denota n fatorial). Determine, com prova, uma fórmula para f(n) para cada n. 

Solução: 

Vamos mostrar que f(n)=n+1 sen+1 for primo e f(n)= 1 caso contrário. 

Por conveniência, denotemos Қа) por d. Desde que а | п +1 e d|(n* 1) > | (п + 1а! > ps 
nei ee dimi. 

Caso п + 1 seja primo, pelo Teorema de Wilson temos que n+ 1 |n! + 1. 

Como ntl |(n* 1)! = n+1|d. Desde que din*1 => d=n+1. 

Se n+ 1 for composto então п + 1 =a.b para alguns inteiros a e b tais que 1 <a<b <n. 

Se d=n+1 então ab=d = ajd. 

Desde que а | п! +1 temos a|n! + 1. 

Por outro lado, como a<n então necessariamente а | п!, ecomo a|n!* 1 => all, qu é uma 
contradição. | | Е 


Assim, d x n, implicando que d | п!. Como d [n!* 1 => 4|1 => «т 

7) (Olimpíada da Áustria-Polónia-99) i oin 
i di La E Polónia-99) Mostre que não existem inteiros não-negativos k e m tais чї 
Solução: 


+ Ser rec 
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Suponhamos que existem os inteiros não-negativos k e m satisfazendo a equ ào dada 
Assim diretamente segue que 48 | КІ. в 


Desde que 48-243, necessariamente k > 6, Se k-60uk27.a equação tor 


8", respectivamente, que obviamente nào possuem soluções inteiras. Por isso k xe a ui rods 
rita da forma: » 
3x5x7x8x.x(k-)xk к= (к 1)" (1) 

Suponha que k + 1. é composto. Então ele possui ivi 1 EGG miM k 4 

"E SER a ees p O ele possui um divisor primo q. Desde que q < k, temos que q| 
Como К> 8 o lado esquerdo da igualdade 1 é impar e assim q deve ser impar. Deste modo, sendo q 
impare q |2.3, então q = 3. Entretanto 9 = 3 é um caso impossível, pois como 3 |(k- D" e 3/3x5 
Х?ХёХх..Х(К-1)хК > 3/1 que é falso. 

Concluímos portanto que k+ I= p é primo. 

Pelo Teorema de Wilson sabemos que: 

(p - 1)!=—1 (mod. p). e como р-1=К > К! = 1 (mod. р). 

Rescrevendo a equação como К! + | + 47 = 48р" е dividindo esta equação por p concluímos que p | 
47 — р-47. 

Assim: 46! +48 248.47". = 46!- 48(47" — 1). 

Evidentemente entre os divisores de 46! estáo 5.7 е 11, que também devem dividir 47" — 1, 

Pelo Teorema de Fermat: 47! = 1 (mod. 5) 475 = 1 (mod. 7) 47 =1 (mod. 11) 

Contudo, existe um número x menor que 10 tal que: 

47-1 (mod. 11), queéx=5 = 47521 (mod. 11). 

Desta forma, como 5, 7, 11 |(47" — 1) > т deve ser múltiplo do mmc (4, 6, 5) = 60. > т> 60. 
Porém, раға m > 60 concluimos que 48(47" — 1) > 46!, implicando que nào existe m solução da 


equação. 


ào pode 
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APÊNDICE 


Equações Diofantinas Não Lineares 
dita não linear se pelo menos um de seus termos é um termo não | 
is 


Uma equação diofantina é 


seja, não possui dependência diretamente proporcional com a incógnita. São exemplos de cquaç 
ас 


lineares: қ А 
X +x+y +у= 60, 1/х + Му = 1/7, (sen х) (соѕу) = | 


x+y =z, x+y +z =2, ху= 81, 


Soluções de Equações Diofantinas Não Lineares 
o das equações diofantinas lineares, as equações diofantinas não lineares não possuem ur 
i 


Ao сомға 
método universal para averiguar se a equacdo possui soluções inteiras. e tão pouco quais são esta 

à s 
soluções inteiras. As três maiores preocupações, quando da análise de uma equação diofantina li ear, 


йо. em ordem crescente de dificuldade: 
Analisar se esta equação possui pelo menos uma solução inteir 


s 
1. 
2. Analisar se o nümero de solucóes inteiras é finito ou infinito; 
3. Determinar todas as soluções inteiras. 
Existem equacóes para as quais nenhum d s itens acima pode ser determinado. Por exemplo, nào 

= 30 possui: soluções inteiras. Por outro lado. são 


é sabido se a equação diofantina x) + y +7 
conhecidas quatro soluções inteiras para а equação хў + у +7 = 3. que são (x. y. 7) = ((1. 1. 1). (4, 4, 
-3)(4.— 3. 4). (= 5. 4, 4)]. entretanto não é sabido se existem outras soluções inteiras. Sabe-se que a 

, 1 = бп”, – бп") 


2 possui infinitas soluções inteiras, pois (х, y, Z) = (1 + 6n* 


equação xi + y + z= 
satisfaz a equação. onde n é um número natural qualquer. Contudo, não é possivel afirmar que não 
existam outras soluções inteiras. 

Por outro lado. pode-se provar que a equação х? + y -z7 = 4 não possui soluções inteiras De 
fato, os únicos valores possíveis para os restos da divisão de um cubo de um inteiro por 9 são 0, 1 c 8 


Assim, os únicos valores possíveis para os restos da divisão da soma dos cubos de dois inteiros por 9 são 
0, 1, 2, 7 e 8, e similarmente, dividindo a soma dos cubos de três inteiros por 9, os restos possiveis são 0 
1,2.3,6,7с9, jmas nunca 4 ou 5. Desta forma, não somente a equação x` + у + 2-4. mas também à 
equação x^ +y +27)=5 não possui soluções inteiras x, y, 2 (mais geralmente, a equação x + y -7 = 


k, onde k dividido por 9 deixa resto 4 ou 5, não possui soluções inteiras) 


Exemplos: 
; 4 22. Р " ; 
1) Prove que x? + у“ = 522 não possui soluções naturais x, у, z сот тас (x, у, 2) = 1 
Solugáo: 
ЕР d сс 24 z- 5m» 


Se x for divisível por 5 (x = Sm), então y também é divisível por 5, pois у = 5( 
Assim тас (x, y, z) > 5. contrariando o enunciado. 

Então x e y são da forma 5k € 1 ou 5k € 2 

„(5х 1) =5(Sk*42k)+1 e (Skt2) -S(Sk £ 4k + 1)-1 
Ou seja. o quadrado de x e y ё da forma Sk € 1 
Elevando ao quadrado mais uma vez tiramos que a quarta poténcia de x pi tarber é da forma 5k = 1 

Div idindo x“ е y* por 5 obtemos resto b o que implica que o resto de x” + y! por 5é2 

с ото 52? é divisível por 5, temos que x^ + у! = 57° não possui solucóes naturais. 


2) Determine todas as soluções inteiras da equação d +—= 
X y z 


Solução: 


Como a > (x*yz-xy = x+y|xy 


ж 
асах 


Seja d = тас (х. У) > х= йт e у= ап onde тас (m, п) = | 
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d'mn, раг ESA 
Desde que mde (m, n) = | = para que хну! ху => ат + п) [а 
gio , > mde(m п mn) = 1 : a mn ^ min; dmn 
“Como x = ат " емее , тп [а => d Кт еп) 
мде ` (m+n ` 
‚Сото у = дп => ана 
n 


“Como z=xy(x+y) > z=kmn 


) Os inteiros posi ivos ^. 
3)0 ^ tivos a, b, с poss i 

: QD. ssuem as se ‘S propri 
laci ipar: guintes propriedades: 


ә 4% ivi 
2.0 máximo divisor comum de a, b, c é |: 


3. eles satisfazem a equação Diofantina 2 ! 


Prove que abe é um quadrado perfeito, 
Solução: 
A equação pode ser desenvolvida: 
2 Y 1 
" т B ue > 2bc-a(b-c) = 4bc-2ab-2ac => 2bc-2ab-2ac-2bc => 
4 

ri M b? + c? = 2ab — ac — 2be +a? +b? +c? = a e (brc) e (a b- 0)? 

a condição 3 temos que b > c, ou seja, a + b — c é um inteiro positivo. 
Desta forma (a, b +c, a+b—c) é uma solução da equação pitagórica. 
Vamos mostrar agora que esta solução é primitiva, ou seja, que a, b ^ c cas b-c são primos 
relativos. 
Sejad = тіс (а. b+c, atb-c) > d|a d|(b*c) d|(atb-c). 
Assim, d|[(a) + (b^ c) -(a* b-c)] => 4|2с 
Também: d|[(a) - (b * c) -(a *b-c)] = dl 2b 
Como a é impar entáo d também é impar. Assim temos que d | e 
Сото mde (a.b,c)=1 => d=1 => тас (а. b +c, a+b=c)=1. 
Desde que, (a. b+c, а+Ь—с) é uma solução primitiva da equação pitagórica então: 
a=m?-n b+c=2mn atb-c=m +n. 
Resolvendo este sistema linear obtemos: а = т: 
Portanto: abc = (ni? — n")n(m + n)(m-n) = а 


e d|b (lembre-se que d | a). 


-n? b=n(m+n) c-n(m-n) 
be = [n(m^ - n) 


m Өн АККАН Ж. 
4) Determine todas as soluções inteiras e positivas da equação: SFE e ПА 
Solução: DE RE | 
Notemos inicialmente que um dos intciros X, Y. Z deve ser menor do que 4, pois se tivessemos todos os 
ENG ч. z- ХА o d 
ё і ior v. efvelde Ly +—=1 seria -%-%-ш2<1. 
trés maiores do que 4 o maior valor possível de Е : i | seria cet 73 
Assumindo que X £y $7. nós temos duas possibilidades: 
px=2 > bd > yz-2y-22=0 > yz-2y-22+4=4 > (y-2)2-2)74 
vm z 2 | 22 
X 2 e z-2 não podem ser negativos, e os únicos casos 


Desde que y e z não excedem 1, então y — = 


possíveis são: 2% 
Dy-2=2 е 2-2=2 > y=4 e 2:4 
é 2-4 >» у=3 e 256 


0 = 4yz-6y-62=9 => Qy-3)22-3)79 


£9 
es do problema são dadas pela equação: 


i)x=3 > 1,142 > 2y2-3y-32= 
ГА 
Desde дис "s -3,2y-323.€ 22 —3 > 3, existe somente uma possibilidade: 
sde 2x73, 2 2 ` 
у=3 е z-3 


2y-3-3 e 22-3 = 3 А 
Deste modo. todas as soluçõ 
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Capítulo T2. Apéntlices 


"nos de nümeros racionais positivos (X, y, z) tàis qu« 
da da Polónia-97) Determine todos os ternos de números гасі‹ I y Te 
^ ЕТЕНЕ Е 
5) (Olimpiada da | | 
42. 4 l 4 L e xyz são números inteiros. 
T 
E x у 2 


Solução: 


“ão inteiros. Então vz + zx + xv = 

ЖШ ШТА xyz = пз. onde пі, n; е пу são inteiros. Então у2%2х + ҳу 
јат x ^y *z2 п, —*—-*-7n2 €? 

separa int X у 2 3 {+ поп = пу = 0 

ão raízes da equação de terceiro grau t — ni ¿mt m к M 
с x, y. z são raízes da equação de te : solucio г йо esta solucáo é igual a; 
rs A г ação de terceiro possui uma solução racional, então esta solução é ig tal a pig. 
Sabemos que se uma VIAM te de É (que é- m) са é um fator do coeficiente de t' (que é 1). Como os 
q "ator coeficiente EL: : MUN TEMP e 2 
dui pe 1, então q = 1 ou q = — 1. implicando que todas as soluções de t -niy ~ 

— 1, entà 


onde p 
as inteiras. Como as soluções de t-n + 


únicos fatores de | são Те man 
noni =n = 0 são fatores de na, ou seja. аз soluções são todi 
mnst = пу = 0 são x. y e 7. então x, y e 7 são inteiros p | 
i | | +- 
| + | + =1 -+ ^c 
хп уп) 212 а 


1 1 são (a. b. с) = [(3, 3, 3). (2. 4.4), C 


ші. 


ue 


Como 


Д 
7 


a As Ses інісін ШУ —+— + 
Sabemos que as únicas soluções inteiras positivas de ze 


i 
X 


3,67. 
Analisando cada solução: 

i)xn 73 ym=3 zm-3: 

Podemos ter duas possibilidades: n; = 1 ou n; 
Sem=1 => (х,у, 2) = (3,3, 3) 

беп =3 > (х,у, 2) = (1,1,1) 

й) хп 72 уп =4 2. = 4: 

Temos novamente duas possibilidades: n» = 1 ou n; = 2. 

Sen=1 > (х, у, ғ) = (2, 4, 4) 

Sen =2 = (х,у, 2) = (1, 2, 2) 

Ш)хљ=2 ynm=3 21 =6 

Temos somente uma possibilidade: пз = 1 > (x, У, 2) = (2, 3, 6). 


= 3 
= 5, 


6) Prove que a equação x? + 12= y! não possui soluções inteiras. 

Solução: 

Suponhamos que existam inteiros x, y satisfazendo a equação х? + 12 = y. 

Sc o número x é par (x = 2x4) então o número yépar(y=2y) > x?43- 2y? > xi ¿impar 
Xi72t] > x/-4(te1)*1 > x2=8k+1 

Сото 2y) 9x? +3 > 2yj-8k44 > yl =4k +2 

Entretanto náo existe cubo desta forma, pois o cubo de um número раг é da forma 8k. 

Assim concluimos que x е y devem ser ímpares 

SN +4 =y -8-(y-2)y + 2y +4)у=(у— My + 1y 4 3) 

Como y é impar = x +4=41+3 > x=4-] > x=4t-1)+3 > x =4k+3 
Шы, isto é impossivel, pois como x 6 impar > x=2q+1 > х2 4q(qt)*1 х 
ortanto х? + 12 = y! não possui soluções inteiras 


^s Ie ` ana M us 1 ^ H . 
) Resolva a equação х” = у^ nos números inteiros x e y, com x z y. 
olução: а 
uponhamos зу>х ãor=» a ^ ; bes mM 
3 d | ES E js x/(y M € um numero racional positivo => у= (1 + lr 
NX =X eco Уш дела ох SAUL. 3 5 
РР Ва. 5y qoa eque (os Tini 

à Lr e» Xe 0 TAY е ye + pt 
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Seja r = пап onde mão, 5 А 
| «Onde mde (m, п) = lex ^ ts demdeft <= 1. 
Josue que х= * Ё e MA AR 
Desde qu (1 + 1/r) temos que Ic РАНА NORMA 
` al à з RA nm. у j 
Cada lado da Última igualdade s Led n ' a)n] Us => (т + п)" = ty” 
na | g 'redutível e mde = 
ple 29] e сой PER CA тас (m. n) = 1. temos que mde (m +n, n) 21. => 
Deste modo (m+n) ^t" e nº om „ву = 1 => mde(t”, 5") = | 
Usando o seguinte teorema: “ se ië 
Cos RU eeraa ex E Ieremias Se os números naturais a, b, c, d satisfaze б 
а = b'. então existe um número natural n tal que a = n? T eS OS 
Temos que m+n=k" e (=k" ad M 4e E 
emos 4 i e t=k,etambém п= 1" e s=]" 
omilM=k" => k21+1 
3 _ xm s 
Sem» | => K'"»(l*D)m21"- ml" |» I" + m = К", que é impossível 
; ssíve 


=> r=n/m =n, que nos leva a concluir que: х-(151/п) e y=(1+1/n)"*' 


Assimm = 1 
8) (Olimpíada do Canadá-69) Mostre que náo existem números inteiros a, b, c tais que a! + Ь?—8с= 6 
Solucáo: "ж : 
“a+b'=8c+6 => aebsáo ambos pares ou ambos impares 

i) aebambos pares > a=2a e b-2b, > а= Дај? e b!-4aj 


Então a? + b? deve ser divisível por 4. 
6=4(2c+1)+2=4k+2 não é divisível por 4, pois deixa 2 quando divisível por 4 


2 2 $* : . 
pares, a^ + b^ = 8c + 6 não possui inteiros que satisfazem. 


Entretanto 8c + 
1 = а= 4п(п+1) +1 e = 4тт+1) +1 > 


Аѕѕіт, para a e b 
ii) ae b ímpares > a=2n+1 e b=2m+ 
a =8k +1 e = 80 +1 

Portanto а? + Ь? deixa resto 2 quando dividido por 8. Porém 8c + 6 deixa resto 6 quando dividido por 
8 

Assim, para a e b ímpares, al + b! = 8c + 6 nào possui inteiros que satisfazem. 

9) (Irlanda-2001) Determine todas as solucóes da equação 2" =а! + b! + с! nos inteiros positivos а. Б.б, 


guais que 3, pois 


n. 

Solugáo: y | | 

Inicialmente notemos а, b, c não podem todos serem simultaneamente maiores OU i 
or 3. que é impossível. 


assim a soma a! + b! + c! vai ser divisível p 5 E 
Assim. pelo menos um dos valores a. b ou c (digamos a) seja igual a 1 ou 2. 


= aan! 


Inicialmente fagamos a = 1: 
20-2 => € 


Assim: |] * b! t cl 7 2". n ! 

Para que | * b! + c! seja par temos que impor b=1 => A LIEU 

-1) 2 is casos possíveis: c = 2€ 

Deste modo a maior poténcia de 2 que divide c! é 2, implicando que temos ИИ 

с= 3. 328-2 

Aplicando с = 2 temos que 1! + 11+2!=4= 25e aplicando c = 3 temos que 11+11+31=8=2, 00 

seja, temos as soluções: 3 

(a. b. c, n) = ((1, 1, 2, 2), (1, 2. 1, 2). (2‚ 1, 1,2), (1, 1.3, 3), (1, 3, 1, 3), (3,1, 1,3)) 

Considere agora a 7 2: i | 
2: у А: iv Ic! 

НТИ ИЕ 20 Г), ou seja, a maior poténcia de 2 que div ide b! ^ c! € 


2, fazendo со ға igual а 2 ou 3. к 
: m que um dos valores b e/ou c seja igual a 2 . E > que divide 
Facamosb=2 => cl-2'—-4 > с! = apo 9; implicando que a maior poténcia de 2 qu 
c!é2* 
Entretanto nào existe nenhum fatorial que seja divisivel exatamente por 4. Е 
Façamos b=3 > с!=2"—8 > с! = 23 =), implicando que à mai 
Her ы Ыы 
Desta f 
) d forma temos duas possibilidades, c 7 4 e c = 5: 
ое Т al+bl+cl=2+6+24=32=2 
975 = al+bl+el=2+6+ 120= 12872 

95 agora as soluções: 


or potência de 2 que divide 


10) (Brasil Preparação Cone Sul-99) Prove que não existem racionais positivos x, y tais que xe eu 


= 2. 


Solução: | 
Multiplicando а equação por 4: 4x? + 4ху+4у*=8 > (2х+у)?+3у%=8 > 2 


Se z e y são racionais positivos então existem os inteiros positivos р, q. m, n tais que z = т Feyen 
Podemos supor também que estas fração que definem y e z estão na forma mais fatorada possíve " 
seja, temos simultaneamente que mde (p, q) = 1 e mde (m, n) = 1. 


‚= 78 > 3pn? + mq? = 8q'n? = За? - Б = 8с? 
q wm 
(1) a e b impares. > a-8k ^41 e = 8+1 > За +2 = 8К + 4 4. ou seja, sea e b forem 


impares entào 3a? + b? não é divisível por 8. que é uma contradição. Assim, para a e b impares não 


temos solugáo. 
(2)a par e b impar => За? + b^ é ímpar. ou seja, não temos solução. 

(3)a impar e b par > 3a? + b? é impar, ou seja, novamente não temos solução. a 

(4) арагеБ раг > а= дар b= 4? > 4(3a)? $ bi?) 28c > 3а + Ы? = 2а > ae b. 
possuem a mesma paridade. eu А А { à 4 x. | 
i)a e b; pares > aj” ?24a5 Ы = 46:2 > 4(3a tb;)-2c > 2(3а› + 67) = с” => cépar 
Entretanto, se a, b e c forem pares então não teremos тас (р, q) = 1 е mdc (т, n) = 1, que é uma 
contradicáo. . i 

ii) aı e bı ímpares => a 78k +1 Ъ2= 8+1 = 4(6К + 2k) +4 = 2c? => 2(6ay + 2, + 

c) — c épar, que é a mesma contradigáo do item anterior. 

Desta forma, não existem racionais x, y, z tais que x^ + xy * y. = 2. 


11) Determine todas as soluções da equação х- xy + y = 3 em inteiros x, y. 
Solução: 

Resolvendo esta equação de segundo grau em x: 

х-|уі(у-4у-3У2 > y'-4y-3)-yl-4y« I2- (y- 29 +852? > z-(-2) 
= ; 
(@-у+2)(:+у-2)=2° 

)2-у%2-2 е z+y-2=4 > y=3e z=3 

li)z-y+2=-2 e z+y-2=-4 > y=] e z=-3 

Ш)2-у+2=4 е z+y-2=2 > y-lez-3 

іу)2-у%2--4 e z+y-2=-2 > y-3ez--3 

Assim, y= l e ye 3 sáo os únicos valores possíveis 

Ay] E E x-2=0 > (x-2(x+1)=0 > x=-lex=2 

іу-3 > x2-3x=0 > x(x-3)=0 > x=0ex=3 

Deste modo, temos os seguintes pares: (- 1, 1), (2, — 1), (0, 3), (3, 3) 


12) Determine todas as soluções de 1 +x + x^ + x? = 25 em inteiros x, y. 
Бой; 
(x D-10182 > x+1=2% e xlr 
2.Апайізетов agora a equação х? + 1 = 2°: 
i)s-0 2 x41=] x=0 
і)-і = x*«122 x=1 
Ш)в-2 > x^-1-4 nào existe x inteiro que satisfaga 
iv)s=3 > x!«1-8 não existe x inteiro que satisfaça 
v)s24 > х?+]=2° х®= 2925731 > x? = 8(257%-1)у+7 > x=8k+7 
Notemos que: 


had 
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N boh 87: + Xx = 0 (mod. 8) й 
mod. 8) => х= 1 (mod. 8) ERU Klin 


N ti Қ 
x=+2(mod. 8) => x = (mod. 8) 
х-%2(то4, 8) > N = 1 (mod. 8) 

sx 24 (mod. 8) > ха 0 (mod. 8) 

Assim, à equação Xx” = 8k + 7 nào possui soluçõ 


Deste modo, as únicas soluções para x” + | = aço 


NA 
2 = | -S 540 x=0ex=] 


х=0 => 2 > y=0 
MX] > P=4 > y=2 


Solugóes: (0,0) e (1, 2) 


13) (Olimpíada da Itália-95) Determi 
а Itália-95 hine todos os pares de intei iti ; 
сев pares de inteiros positivos x, y tais que х2 +615 2 
Inicialmente notemos que: 
D2 = 1 (тоа. 5) > 2%=1 (mod. 5 ЭЕТ 
= Й =» 2 = 2 4k+2_ " 
3 (mod. 5) | 2(mod.5) > 27 24(mod.5) > 2%'*= 


ID se x=0 (mod. 5) => x=0 (mod. 5) 
se x= | (mod. 5) > х? = 1 (mod. 5) 
se х= 2 (mod. 5) > х? = 4 (mod. 5) 
se x 23 (mod. 5) > х =4 (mod. 5) 
se x=4(mod. 5) > 1 (mod. 5) 


Como na equação dada tanto x? quanto 2% deixam o mesmo resto na divisão por 5, então 
necessariamente y deve ser par (4k ou 4k + 2), enquanto que x não deve ser divisivel por 5. 
Fazendo y -2^ > x?+615=2” > gu y agis => Q*-x ex) 3.5.41. 
Levando em consideração que se x е z são positivos então 2! - x » 2! - x, temos 4 possibilidades: 

027 +х=615 e ox=l: 

ii)? +x=205 e 2-х 
ii)? +х=123 e 2-x=3: 
inY+x=41 e 2-x=15. 
Claramente os casos i), ii) e iv) nào possuem soluções inteiras. 
2128 > 2-6 > у=12 ex 


No caso iii) temos que 277! а 
ан, " vos se existirem, da equação 
14) (USAMO-79) Determine todas as soluções em Inteiros não-negativos. se existi 


Diofantina: 


ш + пу na = 1599. КОРС Ji deradas as mesmas. 
Duas soluções деч л diferem somente pela permutação São consideradas as mes 
Solução: "e 
Analisemos os restos de todas as quartas poténcias dos intetros: 
n=0(mod. 16) > n'=0(mod. 16) 
n=+1 (mod. 16) > n'=1 (mod. 16) 
=+2 (mod. 16) > n'=0 (mod. 16) 
n=+3 (mod. 16) > n'=1 (mod. 16) 
n=+4 (mod. 16) = n'=0(mod. 16) 
n=+S (mod. 16) => n'=1 (mod. 16) 
n=+6 (mod. 16) > n'=0 (mod. 16) 
n=+7 (mod. 16) => n'=1 (mod. 16) la podendo valer 


a somar, com ОГ 


п= 8 (mod. 16) => nº=0 (mod. 16) 
) п (то е 14 números par 


шо 1599 = 15 (mod. 16) e temos soment 
ou 1, então nunca conseguiremos alcançar resto 15. 


MEM. 
Apéndices 


À 


. Capítulo 12 


atistazendo a” 


a. b) de inteiros s 


15) (Olimpiada da Inglaterra-69) Determine todos os px 


b=0. 

Solucáo: 

Notemos que a equagáo ; 
“-3ab-a+b=0 > а!-(354/Га%5-0 
Para que esta equagáo possua solugáo inteira seus discriminante deve ser um quadrado perfeito 
ле (3ь+ 1) 46 = К = Gb+ D-k? 4 => Qb*l-k)3b*1-k)- 4 = 22 
Como temos um produto de termos de mesma paridade, entáo os dois termos sào pares, 


Notemos que 3b + 1— k22.ecomo 2.(3b + | + k) 2 6b 2 4b. teremos que b=0: 


a -2=0 > a=0a= 1, ou seja, temos os pares (0. 0). (1. 0) 


pode ser interpretada como uma equagáo de 2" grau em a: 


16) (International Mathematical Talent Search) Prove que existem infinitos ternos de inteiros positivos 
(x. у. Z) tais que Oy ez. 

Solução: | 

Seja 37 +47 = 5? uma solução da equação pitagórica. 

Multiplicando por 3 & os termos desta equação obtemos: 

(ЗК + 3.427 = 3.52 C 

Multiplicando por 3*4). Kk" os termos desta equacáo obtemos: 

QAO + GAS = 6145 

Multiplicando por 39.49 575 k'?? os termos desta equação obtemos: 

Q2 42,55 y e Q 49,5 as Е (3! 4*5! 485) 4. 
Assim, existe, infinitos ternos (x, y, 2) de inteiros positivos que satisfazem х +у=7'. 


17) Prove que а equação x+y = 21998 possui infinitas soluções inteiras positivas x, y € Z. 
Solução: 

Seja 32+42=5? uma solução da equação pitagórica. 

Multiplicando por 5119 os termos desta equação obtemos: 

(3.59%. K) + (4.599 1299 = (Sk 1998 

Portanto (х, y, z) = G.5 5 K”, 4.59* 499. sk) é uma família de soluções para a equação dada. 


18) (Olimpiada Balcânica Jr.-2001) Determine todos os números naturais a, b, c tais que а= 6 + ee 
2001. 

Solução: 

Como a, b, с são naturais е 13º > 2001, então temos que 1 sa, b, c < 12. 

Suponhamos. sem perda de generalidades que a 2 b 2 c, uma vez que a equação é simétrica. 
Assim: 2001 =а? +b + с? «3a! => а>9 = 9<а<172. 

Desta forma temos 4 casos a considerar: 

ђа=9 > b«dg-127 

Como 9 «b < 8 então não temos soluções neste caso. 

Шаз10 > b'«c-100 

Desde que 10b € 8 temos somente uma solução, que é b = 10, c = 1. 

Ш)а=11 = Ьї+с'=670 

Como 8 €b € 7 novamente não temos solução para este caso. 

імуа-12 > Б + сї = 273 

Сото 6 < < 5 então não temos solução para este caso. 

Desta forma, as únicas soluções são (а, b, c) = {(10, 10, 1), (10. 1, 10), (1, 10, 10); 

19) (Olimpíada do Cone Sul-94) Determinar infinitos ternos x, y. 2 de inteiros positivos que nm 
soluções da equação x? + y = 27º, tais que o máximo divisor comum de x. y, z seja 1. 

Solução: ai 

Para que a soma x? + y” seja par, então x e y 5йо ambos pares ou ambos impares 

Portanto x + y e x —y são ambos pares > х+у=2а e x-y=2b 
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MUI таз алы 


ucntemente: 


z-m + 


азт-п” b=2mn 
? omn zem +n? 


+ yi=(a+b) 
3o desta equa дор 
mn 


90 Е ӨҚЕ tei у 
а-79) Determine todos os inteiros 35-42-57. 


20) (Olimpiada da Roméni 


43 
ms=0(mod 4) > 47-0 (mod. 4) (2) 
1 (mod. 4) > 5 = | (mod. 4) (3) 
> (1) +0=1 (тоа. 4) => (-1)'=I (mod 4) = 


Y (mod.3) > 


nodo, 27-47 = 5% (mod. 4) 
(N = 2х) 
пога os restes módulo 3: 3*4 = 5 (тоа. 3) => 0% 1-(-! 


al 108 agor 
zépar (7 7 271) 
assim: 425 230" = 2-6" 43" 85" -3"). 
Então: 5" +38 = 25 e 54-3 22',coms?te s+t=2y. 
anterior: 54 22*'Q*' +1) © qu 2271 (2** - 1). 
emos ter t= 1. 


Resolvendo o sistema 
Desde que ambos 08 lados das igualdades são impares, dev: 
Denotemos s—-L=U > qu 
Como 2&- (mod. 3) = “-С 1)" (тоа. 3) > u 
Repetindo о procedimento anterior obtemos: 2" +1 =3" e 2 
>a=1ep=0 
Jução é x=y=z=2. 
a equação 3'— y 


Assim: 34- 30-2 
Consequentemente, Ш -],u-2,ea ünica 50 


=2°-1. 
é par (и = 2ш). 
ш -]=3, аз В = х. 


énia-83) Determine todos os inteiros nào negativos soluções d 


21) (Olimpíada da Rom 
> Petry + 


=]. 
Solução: 
Notemos inicialmente que x=y=0 éuma solugáo. 
Para todo X € Y inteiros. podemos reescrever a equação da forma: 3°= y+1 
1). 
y е у-у+І = 3^. 
24123" > qu 3P=3y > M7 Pg- 
> p=!. 


o ao quadrado: y” 
é divisível por 3 


Assim: y * 1 79 
1)=0 > у= 2. 


Elevando а primeira equaçã 
1). 
Notemos que da equação inicial (3'= y + 1) concluímos que y não 
3 г» y-ytlo3 > y -y-2=0 > (y -2Xvy + 
0ex=y=2 


ay -y+ pes 
Assim, temos à 

rminc todos 05 pares d 
12)=0 


s soluções X -Y 7 
22) (Olimpíada da Biclorússia-2000) Dete e números inteiros (X, y) que satisfazem 
a equação: yx +36) + х(у*— 36) + yy- 
Solução: 

Podemos escrever esta equação como sendo uma cq 
ух2+ xiy? -36)* Y - 12) *36y70 > УХ +x( 
Para que esta equação possua soluções inteiras X, © Пе 
perteito: Р 4 А 
Aety- ty * 9 - ^Y - 97 - 9t уде > 
(y - 6) (y! + 12y + 36 - ду) > (> б) C 3y 
-3y-6)y -4y-127 к? > 
Desde que (у- 6)? é um quadrado perfeito: 


Como k 20 = -3y-90*220 > 


uação de 2º grau em X: 
у= 6)(у +6)* у(у-62=0 (D 
cessário que o seu discriminante seja 


um quadrado 


285 


_A Á _ AAA=>> Capítulo 12, Ает 


Aplic cando em у OS ; intciros desde — 2 até 6, obscrvamos que - Xy - бу ! 2) é um САЙ 
somente quando y *—2, у =0, у=4 ой y=6. 

Vamos testar cada caso e analisar se a equae? ão (1) possui soluções inteiras ра wa is valores de y 
)y=-2 > -2x!-32x- 2850 > + 16x+64=0 => (x +8) = S x қ 
1)у=0 > -36х-0 > x=0 

ш)у-4 => Ax -20х%16-0 > х2-5х+4=0 = (х-1/%-4)-0 => хро 


іу)у=6 => 6x20 = x=0 
Portanto. todas as soluções são: 
(x, y) = {С 8. — 2), (0, 0), (1, 4), (4. 4), (0, 6)) 


dt El 1 E 
23) (Olimpíada do Irã-95) Determine todas soluções inteiras іс --%-------. 
m n mn 4 
Solução: 
Note que m, n + 0. Deixando m em função de n temos que: 
M КЕ АСЕ. m EURO airal 
m n mn 4 п(3п - 4) 


Сото mde (n, п + 1) = mde (п, п- 1) 21 > п|4 > п-31,%2,%4. 
)п=+1 = m=0, que é impossível. 

Шп--2 > т = 3/5, que não é inteiro. 

i)n=2 > m=3. 

ivwn=-4 => т = 15/16, que não é inteiro. 

v)n=4 > т = 15/8, que não é inteiro. 

Portanto, a única solução é (n, m) = (2,3). 


24) (Olimpíada da Grécia-97) Determine todas as soluções inteiras positivas de = E. ee 
Solução: 

Seja а = тас (х, у), ou seja х= аху e у= у. 

А equação é equivalente а: 1997(13)y1* + 1997(1996)хџ> = d'zx yj. : 

Desde que x, e yı são primos entre si е 1996 = 22.499 => xj*|1997.13 е у 11997.27.499 
Сото 1997, 13, 2 e 499 são todos números primos e тас (xi, yi) = 1, então temos duas possibilidades 
(xi, yi) = (1, D ou (1, 2). 

Analisemos inicialmente (xi, yi) = (1, 1): 

2.2 1997(13) + 1997(1996) > d?z = 1997.72.41 

Como 1997 е primo relativo a 7 e 41 então temos duas possibilidades, d = 1 ou d = 7. que dào as 
soluções: 

(x, y, 2) = {(1, 1, 4011973), (7, 7, 81877), 

Seja agora (xi, yi) = (1, 2): 

«diz = 1997(13) + 1997(1996)(22) — 42- 19972" 

Assim temos as possibilidades d = 1, 2, 4, 8, 16, que dão as soluções: 

(х, у, 2) = (1, 2, 1022464), (2, 4, 255616), (4, 8, 63904), (8, 16, 15976), (16, 32, 3994) 
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CC Capítulo 12. Apendices 
MEROS NATURAIS 


APÊNDICE 6: REPRI 


COMO SOMA DE POTÊNCIAS INTEIRAS 


SOMA DE DOIS QUADRADOS 


Teorema: Um número natural n é a soma de dois quadrados de inteiros se e somente se a fatoração de n 
em fatores primos não contem algum primo da forma 4k ~ 3 que possui expoente impar. 
Lema: Se um primo impar p divide a soma dos quadrados de primos relativos, então ele é da forma 4k 
+] 
Demonstracáo do Lema: 
Sejam a e b dois primos relativos e p um primo impar tal que р | a? + b°. Então a? = – b? (mod. p). 
Elevando os dois lados da congruència а (p— 1)/2 temos: a^^! = (- 1)" 2! (mod. p). 
Desde que mde (a. b) = 1, os números a e b não são divisiveis por p, portanto, pelo Teorema de Fermat: 
p- p-! 

a sb (mod. р). 

| рн inei Рс pe (= yp- "E IT 
Deste modo, a congruência a^^! = (— 1)" "?b?^! (mod. p) se transforma em ( 1)” D? à | (mod. p) 
> (p-1)2=2 > p=4k+1. 


Demonstração do Teorema: 

Suponha que o número n pode ser representado como a soma dos quadrados de 2 inteiros, n = a? + b?, 
Seja n 2 p?'pZ!..p?: a fatoração de n em fatores primos. Seja p um divisor primo da forma 4k + 3 do 
nümero n. 

Sendo d = тас (a, b), temos que a = dai, b= dbi. onde mdc (ar, bi) = 1. 

Como n=a? + 2, então d? [i e ne d^n;, onde n; é um número natural. 

Suponhamos que o expoente de p na fatoracáo de n seja impar. Então, desde que n = dn > pin= 
ai t bj. que contradiz o lema. Assim, provamos que a condicáo do teorema é necessária. 

Seja m o maior número natural cujo quadrado divide n. Entáo n = mk, onde k é igual a 1 ou igual a um 
produto de diferentes nümeros primos entre os quais nenhum deles é da forma 4k + 3. Assim, cada um 
destes primos é igual a soma dos quadrados de dois números naturais. А identidade (a? + b5)(c? + d°) = 
(ab + cd)? + (ad — be)? representa a produto de dois números naturais, cada um deles sendo igual a soma 
dos quadrados de dois inteiros. como a soma dos quadrados de dois inteiros. Consequentemente, k é 
igual a soma dos quadrados de dois inteiros. Então k = и? + v, implicando que n = mk = (mu) + 
(mv. 

Isto prova que a condição do teorema é suficiente. 


SOMA DE TRÊS QUADRADOS 


Teorema 13.5: Um número natural n pode ser a soma de três quadrados somente se ele nào é da forma 
4'(8k + 7). onde k e | são inteiros maiores ou iguais a 0. 

Demonstragáo: 

Suponhamos que existem números naturais da forma 4U8k + 7). onde k e | são inteiros > 0 que sáo iguais 
а somas de quadrados de 3 inteiros. Seja n o menor deles. Assim nós temos n = 4(8k + 7) = a2 + b2 + 
C2, onde a, b e c são inteiros. 

Se entre os nümeros a, b, c existe precisamente um nümero impar, entáo a soma dos 3 quadrados 6 da 
forma 4t — 1, ou seja, diferente da forma de n. Se dois dos inteiros а, b. с são impares, então а + b! + с? 
€ da forma 4t + 2, diferente de n. Se todos os inteiros sào impares, entáo al + b! + c! é da forma 8t +3, 
novamente diferente de n. Consequentemente a, b, c devem ser pares. Assim, a = 2a, b = 2b, c = 2с\, 
onde ai, b e ci são inteiros. Assim, 4 ^ (Bk + 7) = ai? + bi” + cr”, contrário ao fato de que n é o menor 
natural que pode ser expresso como a soma de 3 quadrados. Assim, nenhum inteiro da forma 4'(8k +7) 
pode ser expresso como a soma dos quadrados de 3 inteiro. 


Capitula 12. Apéndices 


Exemplo: 


1) (Olimpíada da Lituánia-95) Qual é o menor nümero de inteiros positivos tais que 


aiguala 1993? 


quadrados sej 

Solução: 

Inicialmente notemos que 1995 = 3.5.7.19. : 

Lembremos agora alguns teoremas sobre a representação de um num 

1. Um número natural n é a soma de dois quadrados de inteiros se ; 
orma 4k + 3 que possui expoente impar. 

o é da forma 4(8x + 7 


ero como soma de quadrad 


e somente se a fatoração de n em 


fatores primos não contem algum primo da 1 
2. Um número natural n pode ser a soma de três quadrados somente se ele nã 
e | são inteiros maiores ou iguais a 0. 

e 4 inteiros. dois dos quais são números 


onde k 
é a soma dos quadrados d 


3. Cada número natural impar 


consecutivos. 
Em vista dos teoremas acima explanado 


+ 25° + 37°. | 
Como curiosidade, uma expressáo para representar 1995 como soma dos quadrados de 4 inteiros 6 1995 
2 


= 132+24 + 252+ 25°. 


s, о nümero mínimo ё 3 e arepresentagáo é dada por 1995 «1 


DIFERENCA DE DOIS QUADRADOS 


Teorema: Um inteiro k é representável como a diferenca de dois quadrados se e somente se k n 


forma 4t + 2. onde t é um inteiro. 

Demonstração: К 

Se a e b sáo dois números pares, entáo а2 b? é divisível por 4; se ambos a e b são impares então а” — 

b? é divisível por 8; se finalmente um dos números a, b é par e o outro impar, entáo al—b! é impar. 

Assim. provamos que a condigáo do teorema é necessária. 

Suponhamos que um inteiro k não é da forma 4t + 2. Consequentemente k é divisivel por 4 ou é impar. 

2 

Se k é impar, então (К — 1)/2 e (К + 1)/2 são inteiros. Assim: К „(к= M : 

M 


2 / 2 
Sek é divisível por 4 temos: k= fk, 1) (Ep). 
(4 (4 


Рева forma vemos que a condigáo do teorema 6 suficiente. 


SOMA DE DOIS OU TRÉS CUBOS 


Teorema: Todos os inteiros das formas 9k + 4 e 9k + 5 não podem ser expressos como a soma de dois 
ou trés cubos. 

Demonstração: 

Inicialmente notemos que o cubo de todo inteiro é congruente a 0. 1 ou 8 módulo 9. Assim, para à soma 
de dois cubos somente podemos ter como resultado inteiros que sejam congruentes a 0. 1. 2, 7008 
módulo 9. Para a soma de trés cubos temos somente como resultado inteiros que seja congruentes а 0. 1, 
2, 3, 6. 7 ou 8 módulo 9. Desta forma, nunca teremos inteiros que seja soma de 2 ou 3 cubos € que 
deixem 4 ou 5 como resto na divisáo por 9. 


Pode-se provar também que um inteiro # 0 possui um número finito de representações como soma de 
dois cubos. Claramente é suficiente provar para os nümeros naturais. 

Suponhamos que п- x y”, onde x e y são números inteiro, x> 0, y <0 

Assim, temos que x» y e yc = xy + y). onde - xy > 0. | | 

Desde que x + y > 0, então x + y > 1, onde temos que х- xy + y £n, que em virtude do fato de que 
-xy > 0, prova que x< Vn e 0< -y< vn. Deste modo, o número de pares x, y é finito. 
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" x Ж. "nie ne 
ambém que 2 € o único primo que pode ser EXPRESSO COMI 
5 mo à soma 


se provar t 

nimero naturais. o, | 

s se pox cy. ondexey 540 números naturais, entáo p 
e fato. > К 1 

D ы 


de dois cubos de 


=(х Sy sc AM as; A 
WX — y) + ху), então. desde 


nós devemos ter p=x+y e (x-yy «xy - 5 
( V£i- J A = Ж " 
que XT) ao Y) + NY = 1, que implica que кер E Kye s 


Exemplo: 
1) (Olimpiada da Alemanha-94) Prove que todo múltiplo de 6 pode ser escrito como a soma de 4 
À қ S a soma de 4 
роп! " ыды 
Solução: 


para todo k € Z temos: 6k = (К + D + (k= D» ck + (— К). 


as cúbicas de inteiros. 


2) Mostre que qualquer número inteiro é a soma de 5 cubos. 
Solução: А 4 
Observa-se que (k + D? -2k + (К 1) = (К+ 1) + (= kK?) + (КЗ) + (К 1) -бк. 
Desta forma, todo inteiro múltiplo de 6 pode ser escrito como soma de 4 cubos. 
Pode-se escrever também todo inteiro n das seguintes formas: 
)п= ба. = бх +0 
in=6q=1=6x +1? 
йй п = 60 + 2= 6(х + 1) + 27 6x + 8 = 6x +2 
№)п= 60-3 = 6(х + 4) +3 = 6x +27=6x + 3* 
\)п= ба + 4 = б(х —2) + 4 = 6х- 8 = 6x +(-2) 
муп = 645 = 6(х—1) +5 =6х-1 = 6х +(—1) 
Assim, podemos escrever que todo inteiro n é da forma: n = бх +), ondej=-2 ou- 1 ou 0 ou 1 ou 2 
ou 3. 
Sendo 6x=n-= > (К+ 1) + (0) + (К) + (К 1) п > 
ne «ce (к) + (К-Т) е) 
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Capítulo 13. Gabarito 


GABARITOS 
Capítulo I: Conjuntos 
1) с 2)a 3)b 
4 a 5)d 6)b 
7) 930 8)c 9)b 
10) c 11)4 12)b 
13)b 14) 15)b 
16) a 17)b 18)a 
19) е 20) a 21)b 
22)а 23)4 24)d 
25)a 26) d 27)c 
289 VF VF V 29) [- 3, - IL v [2.4] 30) VVFFV 
31) e 32) 740 33) d 
34) 35) e 36) 
37)c 38) b 39)a 
40)a 41)e 42)c 
43) 44)b 45)d 
46) b 47) d 48) d 
49) b 50)d 51)a 
52)b 53) A = ip.Q. ^ 5. tu). В = 47,5, X, z}, С = ls tv х) 
54) Е= {хє INI £x £10). A = (1. 2.9, 10), В = (1. 2,7),С- (3,5, 7.8) 
55) с 56) d 57) a 
58) с 59) с 60) d 
61)d 62) с 63) d 
64) b 65)a 66) b 
67)b 68) inconsistente 69)c 
70) d 71) с 72)e 
73)а . 74)d 75) 370; 120 
76)c 77) а 78) г) 80; 0) 1420 
79)b 80 CCEC 81)a 
82)b 83) с 84) с 
85) b 86) d 87) d 
88)c 89)a 90) e 
91) с 92) e 93)a 
94) с 95) d 96)b 
98)c 99) a) 2^: b) 3 100) c 
101)d 102) 10% 103) 10% 
104) b 106) Nào. Sim. Мао 
ПЗУЕЕУУУУЕУ 114)a 115)c 
116) d 118)e 119)c 
120)a 121) 22 122)c 
123)e 124) d 125)e 
126) d 127) c 128)a* 
129)c 130) e 131) c 
132) b 133) e 134) с 
135)b 136) a 137) d 
138) e 139) e 141)a 
142)d 143)c 144) c 
145) b 146) a) V2 147) oa=4:b=-1 
154) Todas devem medir 10 m 


153) а) 2; b) os nümeros devem ser iguais a 1. 
155) a) 25; b) 10000 m 157) 30 m comprimento e 10 m de profundidade. 
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Capitu lo 2: Funções 
De 


67) ix e IRA > 1/2 сх#1)} 
69) a) (1; 3[ U ]4; +f; b) [2/7; 1 


72) b 
75) d 


78) a) d(p) = — 10р + 280; b) р) = — 10р? + 300p — 1250; c) R$ 15,00; 


2)4,5 
89153 
8)1e3 

11) 14 

14)4 
IDVEFEF 
20)aec 
26)a 
29FVVFF 
I)VEVVV 
35)3 

38) 8 

41) d 

44) с 

47) а 

50) с 

53) b 

56) b 

59) e 

62) b 

65) b 

68) с 

70)b 

73)b 

76)a 


79)2)m 200m 24; b) m2 200m - 4 


81)е 


82) ]- 4, 1] v (10, + ©) 


84) a) x? + 1; b) D 7 [1, +), Im = [0,+ 00), у=ух-1 


86) c 

89) e 

92) а 

95) d 

98) d 

101)а 

104)d 

107)d 

110)a , 

113)b 

116) entre9 he I2h 
119) e 
ІЗУЕУҒУЕ 
125)КУУУУУЕ 
128) FVVVEF 
131)e 

134)a 

137) a)-2;b)mx*-1/2 
141)a 

144) d 

147)-1 <т<1 
150) c 


87) d 

90) a 

93) с 

96) е 

99) b 

102) d 

105) a 

108) c 

111)b 

114) (0. - 2] Y [0.3] 
117) а)0е 15; 0) 8 
120)a 

123) [- 8. 5] 
126)ЕУЕЕУУ 
12)VFVVFF 
132) b 

135) е 

139) d 

142) e 

145) 27/4 

148) b 

151) 6 т 


Capitulo 13. Gabarito 


3)5 

6)0c4 
9)0,1e3 

12) 1.2.3. e4 
15) 0.1,2,3e4 
18) УУУГЕ 
22)c 

27) b 

30) 15 

3e 

36)9 

39 УГЕРУ 
42)d 

45)c 

48) a 

51)с 

54)а 

57) с 

60) с 

63) d 

66)a 


71) a) R$ 15,00; b) R$ 24,00 
74) e 
77)e 


80) с 

83) 20 m x 40 т 
85) RS 6,00 
88)a 

91)e 

94)c 

97)d 

100) c 

103) a 

106)a 

109) a 

112)c 
115)2)5<n<13:b)n=9 
118) с 
121)-7<х<11 
124)БУЕУЕУ 
127) VVFVF 
130) p=2eq=1 
133)b 

136) b 

140) b 

143)a 

146)b 

149)a 

152)а 


A) E 5;b)x e Wt - (- 4,2] 
$1) a) р(х) = 2 Kex) = 2: ) ed 
аро -1b=24;b)31,x 31,5 155)с 


47 дус = 4: ;x-4ouxZ- 1/2 

E Nas 160) a 
162) 2.76 m n A 

Е ҙа 

165) b 169) с 
NM 172) VV EFE 
171) VVVFV Et 
174) FVVVV 175)FFFVV 
ІТУЕУУЕ 178) FEV VE 
180) VF V 182)a 

184) e 185) d 
187) e 188) e 

190) a pa б 

193)c 

155) 7 197) 1/4 

199) c 200) a 
202)a=2,b=-6,c=-8 203) 15 | 
205) e 206) f(n) = 3n? - 3n)/2 
207) fof(x) = x, (fofofo...f)(x) = (ax + БУ/(сх — a) 
209) b) [- 1, +0) 210) b 

212)d 213)c 

215)d 216)a 

218)c 219)a 

221)b 222)c 

224)d 225)c 

227)c 228) e 

230) d 231)b 

233)b 234)c 

236)d 237)b 

239)c 240)b 

242)b 243)c 

245) b 246) c 

248) d 249) c 

231) b 252) d 

254) d 255) b 

257) b 258) d 

263) d 264) a 

266) c 268) a 
210d. 271)a 

275) 0 216) е 

278) d 279) с 

283) т= –- 8 ошт = 4 284) d 

286) b 287) e 

289) c. 290) b 

292) 293) с 

25818 296) а 

и Я 299) a 

Je 3 
3094 зоз)е 
307) е ac 


N 
5 
ре) 


—  Cahii 

-bânitula 13, айа, 
156) a 
158) с 
161) d 
164)c 
167)a- 1b 
170) d 
173) VE 
176) Еу 
179) 5 
183) e 
186) b 
189) b 
192) с 
195) е 
198) с 
201) х = 50 ех = 250 
204) с 


208)а 
211) с 
214) 
217) 
220)d 
223)b 
226)b 
229)a 
232)b 
235)d 
238)a 
241)c 
244) d 
247)b 
250) a 
253) c 
256)b 
259)а 
262) b 
265)а 
269) а 
272) с 
277) е 
280) b 
285) е 
288) а 
291)c 
294) e 
297) b 
300) b 
303) a 
306) d 
309) a 


313) 
x 3/4 оц а =l 315) 
с=-—35; p) = 5; c) mínimo; d) (2, – 9) 
2 4a'c, 2(са' + ac’) = bb” 
323)d 
328) X) + 3x +3 
334) d 


353)c 


357) 1/1998 


lo 3: Representacáo Decimal 
о 


73) 45 
ma] 4615, 4725, 4835 e 4945 74) 874 е 793 
80) 159, 24 =0 C=8 D=9 78) 287 x 23 = 660! 
н) 13 249, 168, 258, 348, 267, 357, 456 
- 481. 407, 518, 592, 629, 638 


83) 37023 
7 
B a 84) 167 € 334 
88) n = 1333...335 
91) 35961 3968 
92) 6984 
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360) 11 
363) 1994 
370) 0 


3) 4 dígitos (1. 2, 7. 8) 


Capítu 
1) 12,24. 36.48 O 2) impares; 
4)29. 58. 47. 56. 65. 74, 83, 92 5) 41 6) 62 
7) 125 8) 252 9) 1650220 
10) 333.337 12) 234 13) 27 
14) 21164 15) 23569 16) а 
17) с 18) Мао 20) d 
21)d 22)d 23) 818 
БЕ "e 25)a 26)d 
me o ў 28) 7463 29)а 
30) a) 1991 е 2002; b) 40 зра 32)b 
3e 34)b 35)d 
36) 1237 e 893 37) 7744 39) 898 
MAS B=6 C=2 41) 474 42)a 
i 2 44)a 45) 2 números (28 с 39) 
se e 396 49) 1967, 1970, 1973 50)c 
arios 52) 30, 41. 52. 63, 74, 85 e 96 53) 198 
nU ынша 56) 216,315, 513, 612, 810, 917, 719 
s. m 67, 656, 545, 434, 323, 212. 101 58) Nào 
62e 60) 1 número (27) 61)c 
65) 64 $3) E : ры, аш 
68 ) (5.7. 8. 9) es 
$i de E p 6 81; b) 1,4, 9, 49, 64, 81. o 
ту" 14,8) (3. 4. 6, 8) (1,2, 3, 0 (2.3.4.6) 70) 8833 
72) 20 
75) (7,2, 2) € (6,9. 3) 


82) 343. 444, 363. 383 
85) 342 
90) 153846 


93) 9 


— Capítulo 13 gy 


ани ааа қызан Вага 


ан 95) 1997 


94) Nào n 


Capitulo 4: Critérios de Div isibilidade 
1) a) 6710, 6765; b) 5160, 5460, 5760. 5064. 5364. 5664. 5964, 5268, 5568. 5868: p sue 
d) 3466584; e) 23130, 23175; f) 51480, 51408 94 
2) a) 300, 600, 900, 204. 504, 804, 108, 408. 708; 
с) 285753, 281754. 288750. 284757; а) 123408. 123480: e) 326232, 326268; 


b) 5220, 5520, 5820, 5025. 532 


071 


7) 392436. 432432 


3) 1032, 1332, 1632, 1932, 1236. 1526, 1836. 
8) 3346497 10) c 11)b 
12) a 13)d 
14) Мао há alternativa correta. O correto é 1156650 15)e 
16) а 17) 541638 
18) 1170, 1470, 1770, 1275, 1575, 1875. 19) d 
20)b 21) 784913526 22)7 
23)a=2.50u8 24) 6374214 23)b 
26) 592 27)c 
28) 45 divide 10(а, + an-ı +... + az + a1) + ao 29) d 
30) d 31) 36792 33) с 
34)a-3b-6 35) 20 36) Nào 
38) 381654729 39) 324561 40) 189 
41) 7776776 43) a) No lugar do 8 aparece 2; b) 927654521 
45)9 46) Nào 
Capitulo 5: Propriedades da Divisibilidade 
7) 18. 38. 60, 84 8) 40. 80. 120 9) 322.19 
12) 241 13) 1946 
16) 10n (Vn IN), 11, 12, 13. 14. 13, 16, 17, 18, 19, 22, 24, 26, 28, 33,36, 39. 44. 48, 55, 66, 77, 88,99 
17) 25.107? 21)-145,—31, 19,- 13,- 11, 5, 7. 121 
24)a 25) b 26) d 
27) 588 28) e 29)b 
30) с 31)a 32)d 
33)c 34) е 35)c 
36) с 37) b 38) 41 e 31 
40) a) 222e 11; b) 3791 41) b) 5. 42)a) 8; b) 129. 
43) 6311 44) b 45)b 
46) с 47) a 48) b 
49) c 50)4 51)а 
56) Мао 57) 7744 58) c 
59 A=13 B=12 61) 30, 41, 52, 63, 74, 85, 96 62) 3333333330 
63)c 64) с 65) а 
66) 2000 67) с 68) d 
69) d 70) 5 70) 113 
73) 6009 75)0,1 


72) 928125 
76) 111, 222, 333, 444, 555, 666, 777, 888, 999, 370. 407, 481, 518, 593. 629 


79) а- (2! 1363273) 3 b= (2! tS S? 


78) - 8,2, 4, 14 
81)b : 82) с 83) d 
84)e : 
85) Existem vários números da forma abcd onde a = (2, 4,6, 8}, = 10, 1, 2,3, 4, 5,6, 7, 8, €^! 
2,3,4, 5} ed= (1,3,5, 7,9) 
86)b . 90) b 91)e 

97) 11, 22, 44, 88, 352 


92)c 93)2 


= i0, 1. 


ои 100) 21 T 
qo) ^ — ~ 4 
M ы ys os n que possuirem 05 ültimos dois dígitos sendo 12, 38, 62 101)A-2 ree: 13. Gabarito 
10: 5% "€ 105) Nào ‚ 38, 62 ou 88. i 
76 
sin п = 598999..99 106) 144 c 1444 
NN 2 51.24, 27, 30, 36, 40, 42, 45, 48, 50, 5 
y 12, 18, 20,21 ‚ 42, 45, 48, 50, 54. 60, 63, 70, 72 
us 112) 9999 30, 63, 70, 72, 80. 81, 84,90 
И Basta que n náo seja divisível por 2 ou 5. nm x= 2-1 
E g) sim: b) não ИЯ 122) 39, 58. 77. 96 )6 
зүп Qk-1) ou m ye-tQk- dy 
125) (0-3) 7 (DO 2), (2, 1), (2. 3). (3. 2)) an 
25 2 Р 
13011 ЕЕ 4638 135) 280 
136) 22768 ) - 141) 15 
изу. 9. 19,10) dd dg 146)b22. V ne IN 
147) m^ Pace 148) (5.8. 11) 
149) um. п) = 38. 49). (204, 51). (76. 57) 150) х=4 y=2 
150 à) y dois alg rismos: 49. quatro algarismos: 1681; b) Sim, existem 3 números "finos" desta 
225625. 256036. 324900 e 576081; с) O número du pus 
= (49999y е 


1400. 225 
(4999900001) é “fino”, uma vez que 2499900001 


ismos: 


algars 
X o000019999800001, = 
(099800001) = (99999). 


Capítulo 6: Nümeros Primos 
1)х = 250 у= 249 3)р= 2 9)a 
11) p7 1? 14)a 15)a 
16)c 17)a 18)a 
19)d 20) a 21) 19 
22)-3,=1,1 24)p=5 25)b 
26) b 27)d 
28) Nào, 11 sempre divide o námero 29)p=3 
30)d 31)k=9 32)n-1 
35) a 36) d 40) е 
41) п= 1 ооп= 2 44) 17 48) 3°57 
49) a) Nào; b) Nào. 53)p-2 54) 7, 37, 67, 97, 127 
56) х = 5, ок 57) 5313 227 
60) Nào 
63) 2. 
101); b) Não 


59)d- p-p+p+t 


62) (3. m» 23,2 T 
^ Era E UR 


y, 29, 29??) 
68) né primo 


66) Nenhuma 

74) 95 77) Nunca é possível 

80) 7 nümeros (11, 22. 13. 17, 19,23,15) 

81) Sim. Os 10 números pi^. pz.Ps-P-Ps-Pe-P7-Ps- рә-рію» Pi- pa pP ps-pe-P7-Ps-P9-P10: „imos. satisfazem 
pip» py paps.De.pz-pe-Po-Dros ++» P1-P2 pa.pa.ps-Pe-P7-Ps- po. pio. onde pi. P2 е" P19 são primos. 5205127 
0 enunciado. 

Capítulo 7: MDC e MMC 

MDC 

2) % 3) (48. 336). 044. 240) s) 10.50. 70. 110 

4)n = 273.m, a > 1 emde (m. 42) = 1. "D | 

6) (120. 84). (300, 312) 7) 45 ДР 

9) 2519.23) 10) R$ 0,30 B) 

21) 84 22)1,3 9 i 
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Capítulo 13. Gabarita 


20d o 25) 14 

26) a 27) a) 25.5! e 2.3.5; b) 40 28) d 

29) d 30)c My 

32) 1, 2, 4, 5, 10, 20, 25, 50, 100 33)b Wa 

35)а 36)c Ma 
38)a=3.5.7 e b=2%.3.7 39) 110 

40) 6. 18, 54, 66. 78 41) 83 42)c 

43) 7981 44) 21 45) 2, 3, 86 

46)c 48) d 49) 11 

50) 16 51,2 SD BIA 
55) todo n> 15 56) a 

57) (8. 0, 0) > (3. 5, 0) > (3. 2. 3) > (6, 2.0) — (6,0, 2) — (1. 5, 2) 5 (1.4, 3) > (4, 4, 0) 
58) 33 59) ау pode ser 2, 3, 4, 7 ou 8. 61) 127 

63) 480 70) Se m + né par: mde = 12, se m + n é impar: mde 
71) Sim. 73)2.30u 6 

74) n = xl, x ímpar, ou n = 2 y?, sendo que а é impar e y é impar 75)p 3 

78) Sim 

MMC 

2)a 3)2230253 7.13 4) 180 

5)105 6) 13:30h 

7) múltiplos de 20 da 1º, múltiplos de 12 da 2" e múltiplos de 5 da 3º, 

8) 2519 9) (6. 90). (18. 30) 

10) a) (4. 60), (12, 20): b) (57, 532), (217. 372) 14)a 

15) d 16) d 17) b 

18) 05 19)n22'3. 5.7, onde 0<x<2e0<ysl. 

20) с 21)e 22)a 

23)c 24)d 25)d 

26)d 27)b 28)c 

29)b 30)b 31) (2, 7). (3. 4). (6, 9) 
32)a 33) 18 34)c 

35) a) 13: b) A: 6 vezes e B: 7 vezes 36)(3,4, 5.6) 
37) 301 38) 4002 39) 1917. 1952, 1987 
40) b 41) с 40) е 

43)b 44) 6009 46)b 


47) a) (95, 1995). (285. 665): b) (95. 285. 665). (95. 95. 1995), (285. 285. 665). (285. 665, 665), (95, 
285. 1995), (95, 665, 1995). (95. 1995. 1995), (285. 665, 1995) 


48)4 49) 100 50) 16 

51) b 53)A=3leB=120 54) 2^ 

55) 70 56) 2" 

58) a) [a – mdc(a,b)][b — mdc(a,b)] > 2[mdc(a,b)]: b) a = 3.mde(a,b) e = 2.mdc(a,b) 
59) n2 41 60) 42 


61) nz p". onde pé ргітоет> 1 62)p=3eq=5 


Capítulo 8: Divisores 


1) 3130 3)12 4) 42 
5) 1800 6) 23? ou 252: mas 
15)k23 

18) - 42, - 24, - 18, - 15, - 12, - 10, - 9, - 8, - 7, - 5, - 4, - 3, - 2,0, 3,6, 12, 30 
19) a) 12166; b) 2a? + 2? ab + 2a + 2b +1 20) b 
20d . 
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— m ——— а CC Capitulo 13. Gabarito 
22)а 23) с 24) МЕУ 

25) b 26)a 27)a 

29)a) 16: b) 144 30)c 31)d 

32)d 33)b 34)b 

35)с 36)c 37)18 

39)7 41)b 42)c 

45) 60, 98, — 18, — 20 


“25. 49, 121. 169, 289, 361. 529, 841, 961 


43) 4. 9. 
46) todos os nümeros primos, 4,6,8 с 9 

ат) 2232, 2232, 252, 23, 225, 227, 211 49) 41040 

50) с 51)d 52)24 

53) 16 34) 37 55) 31 

56) 189 57) 192 58) 8, 12 

59) a) 81: b) n primo 60) 223, 25 61) 406 

62) 18 64) 784 65) 2.3.83 

66) a) 1. 2. 5. 10, 20, 25, 50, 100. 125, 200; b) 2*5" 67) 8 

70) 1680 71)р=3 72) п= 130 

73) 8.044.086.060 75) 20, 21, 22, 25 

76) a) 6 digitos: 120120 = 2?,3.5.7.11.13; b) 10 dígitos 

Capítulo 9: Congruéncias 

a 9) a) 4; b)6 11)5 

19 a1=4 20) b 21)a 

22)d 23)a 25) 143 

26) 36 27) 43 28)7 

29) b) 7142 30)n=9 = 2001 24 +11 ++ PA T+ 2419417 
31)0 33) 4 34) Náo 

35) с 36) 5 37) 111 

38) a)n=10k+ 1; b)n=50k +1 39) 19976 41) Náo 

42) 1 43) d 44) e 

45) d 46)c 47)1 

50) 35 51)c 54) 92 

56)2 57)2 58)9 ; 

59) Sim 61) 101 62) п= 10к + 1 oun= IOk +6 
63) 81 65) 2,%6 66)2 

68) 16, 32, 64 69) somente оз terminados em 0000 

73)0 78) 1376 


Capítulo 10: Fungáo Máximo Inteiro 


5) 164 


10) se n ímpar: (n + 1)/2; se n par: 0 


12) b) (3+45)/2 
15) 40 

18) 478 

23)a 

26) 1999 

29) 762,9 < x < 763 
32)e 

37)x=5 


6) 89º 


13) 666 
16) 49 

19) 2151 
24)a 
27)d 

30) 2" – 1 
33) b 

38) 810001 


11) 496 

14) 0. 1.2 

17) 666.167.500 
20)x= | oux = 96/97 
25) 135 

28) 1498 

3)c 

34) 30 

40) n 
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Capitulo 13. бойогу 


Capitulo 11: Equações Diofantinas Lineares 

1) 56 + 44 2) 8/13 + 13/17 4) 16 

3)b 6) 10 7) a) а= 76: b) 100 soluçã 
8) x X27. 7 Nip 7] 9)a 10) d = 
1) е 13) (1,8). (6. 5). (11, 2) 14) 972 

15) 35 16) 34 17)e 

18) d 19) c 

20) a) infinitos, todos da forma n = 24 + 200t; b) nenhum; с) п = 774 + 900k 

21) (4, 229) 22)a=1 23)d 

24) 145 25) 10 26)3 

27)18 28) d 29)c 

30) (315m + 160, 315m + 161 e 315m + 162) 31)e 

32) 40 33) 30 


